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天 体力 学 引 论 


J. 柯 瓦 列 夫 斯 基 著 


内 容 简介 


本 书 是 一 部 天 体力 学 方面 的 专著 。 爹 书 共 分 七 章 : 前 四 竟 介 绍 了 
天 体力 学 原 班 , 二 体 问 题 、 正则 鼎 程 组 和 摄 动 理 论 ; 第 于 章 采用 此 殿 耳 
方法 详细 讨论 信 造 卫星 在 坊 惑 引力 场 中 的 运动 ; 髓 后 两 章 介 绍 了 天 体 
力学 经 典 理论 的 一 些 肉 容 。 本 书 的 特点 是 ,结构 严 道 ; 倒 述 简 练 。 本 所 
可 供 天 文 ,地 于 物理 ,大 地 测量 等 汾 面 的 工作 大 员 阅读 参考 。 
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前 言 


当 作 为 行星 际 飞船 先驱 的 第 一 批 人 车 卫 星 上 天 之 后 ， 天 
体力 学 就 不 再 是 只 有 少数 天 文学 家 和 数学 家 感 兴 趣 的 科学 ， 
而 成 为 一 门 专门 的 工程 技术 了 . 

我 力求 用 这 种 新 的 见解 来 舞 写 此 书 ， 在 选择 经 典 天 体力 
学 实例 时 ,加 以 产 格 限制 ,并 且 仅 保留 那些 对 计算 空间 物体 箔 
道 有 用 的 部 分 . 

第 五 章 是 本 书 的 主要 章节 。 在 这 一 章 中 ， 应 用 柴 倍 耳 和 
勤劳 威 尔 方法 ,给 出 了 地 球 引 力 场 中 人 造 卫 星 运动 问题 的 详 
解 , 并 表明 怎样 用 拉 格 朗 日 方程 求解 这 个 问题， 

开头 的 四 章 介绍 了 学 习 这 两 种 方法 所 必须 具备 的 知识 : 
二 体 问题 的 类 加 解 和 天 体力 学 的 基本 运算 ; 一 些 分 析 力 学 的 
定理 ; 德 洛 验 变量 和 根 数 变 差 的 拉 格 妆 日 方程 ; 摄 动 函数 的 展 
开 和 为 这 和 展开 所 必需 的 白 密 耳 函数 . 

最 后 酚 章 叙述 性 比较 强 . 在 这 两 章 中 。 我 简要 地 介绍 了 . 
天 和 体力 学 经 典 理 论 的 一 些 内 容 , 力 图 说 明 它们 的 特征 ,但 不 作 
详细 的 讨论 . 

最 后 。 在 第 七 章 未 尾 ， 我 又 返回 到 技术 性 较 强 问题 的 讨 
论 ， 我 介绍 了 微分 方程 数 信 积 分 的 一 种 方法 ， 它 可 用 于 解决 
不 要 求 分 析 解 的 任何 轨道 问题 . 


柯 瓦 列 夫 斯 基 (J]. Kovalevsky) 
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第 一 章 ”天 体力 学 的 原理 


天 本 力学 实质 上 是 应 用 力学 的 普遍 定律 来 研究 引力 作用 
下 天 体 的 运动 和 平衡 的 科学 ， 天 体力 学 的 原理 就 是 一 般 力 学 
的 原理 ,其 中 必须 再 加 上 万 有 引力 定律 。 


1. 一 般 力学 的 基本 定律 


由 于 一 般 力 学 的 基本 定律 在 天 体力 学 中 的 重要 福 ， 我 们 
需要 在 这 星 作 一 回顾 需要 进 一 步 了 解 这 个 问题 的 读者 ， 可 
以 参考 任何 一 本 论述 经 典 力学 的 书籍 .我 们 承认 质量 的 概 
念 , 也 承认 空间 笃 标 系 ( 称 为 伽利略 参考 系 或 惯 竹 参考 系 ) 的 
存在 ， 在 这 种 坐标 系 中 ,一般 力学 的 定律 是 成 立 的 。 最 后 ;我 
” 们 还 承认 称 为 时 间 的 变 业 ， 这 各 时间 是 处 处 同时 被 感受 到 的 
《绝对 时 间 》。 在 这 些 条 件 下 ,力学 的 基本 定律 如 下 所 述 ; 

当 一 个 物质 系统 在 慌 性 参考 系 中 处 于 静止 或 运动 状态 
时 ,作用 在 此 系统 上 的 外 力 向 量 组 等 于 惯性 力 向 量 组 : 

ZF, = Zrm,y;, (1) 
其 中 ,we 和 7; 基 物 质 系统 中 第 i 个 组 元 的 质量 和 加 速度 . 

特别 是 当 系 统 是 单个 的 质点 ,而 向 量 卫 代表 作用 在 此 质 

点 上 的 合力 时 , 则 有 











F = my. 
其 中 ,是 质点 的 质量 , y 是 质点 的 加 速 变 . 
另 一 种 特 侦 是 没有 外 力作 用 在 质点 上 ,此 时 加 速度 为 零 ， 
质点 作 勾 速 直线 运动 ， 由 此 直接 得 出 的 推论 是 : 两 个 惯性 系 
或 者 相对 静止 ,或 者 相对 作 色 速 直线 运动 











通常 我 们 将 在 一 个 慢性 系 中 列 出 力学 方程 .. 但 是 ， 当 浇 
察 物质 系统 在 另 一 不 同 的 系统 中 运动 的 时 候 ， 必 须 把 附加 的 
加 速度 产生 的 惯性 力 加 到 外 力 上 去 ， 





2. 力学 的 一 般 定 理 


力学 的 一 般 定 理 是 力学 基本 定律 的 推论 ， 是 力学 用 于 处 
理 特殊 情况 的 实际 形式 ， 

各 .引力 中 心 运动 定理 

物质 系统 引 方 中 心 的 运动 就 好 像 整个 系统 的 物 硕 都 集 芭 
在 这 个 中 心 , 而 所 有 的 外 力 都 作用 在 它 的 上 面 一 样 ， 

没 O 是 参考 原点, 6 是 物质 系统 的 引力 中 心 , 则 有 

OG = EmOPF ， 
Zr 

其 中 位 于 P 了 上 成 的 质量 为 m. 

令 物 质 系 统 的 总 质量 好 等 于 31m, 得 

MOG = FmOP., 
求 两 次 导数 ,得 
Mys -ozOF - 5F,. (2) 
de 

其 中 ,第 二 等 式 就 是 基本 方程 《17)， 

B， 角 吉 量 定理 

物质 系统 对 于 避 点 的 角 动 量 的 村 间 导 数 ， 在 任何 时 刻 都 
等 于 各 外 力 对 同一 如 点 的 力 算 之 和 

物质 系统 的 和 角 动 量 定 忱 为 

好 一 SCOP MN mV,), 


4 ~ (Sr A nV) + 2 (OPAn Oe). 








上 式 右 端 第 一 个 向 量 积 为 霍 , 故 得 
人 = 5(mOQPAYy,). C3) 


角 动量 定理 的 一 个 直接 推论 是 : 如 果 外 力矩 为 零 成 外 力 
为 有 心力 、 全 一 0， 角 动量 o 为 常 向 量 2。 物质 系统 的 质心 


在 一 个 平面 内 运动. 

C. 动能 定理 

物质 系统 在 w 一 4 时 间 间 陋 内 动能 的 变化 等 于 在 同一 期 
间 内 作用 碍 此 系统 上 的 内 力 和 外 力 所 帮 的 功 的 总 和 . 

. 物质 系统 的 动能 定义 为 系统 的 全 部 组 元 P 的 动能 的 总 

各 ,到 Srm V2 

设 F; 和 F 分 别 代 表 作 由 在 P 上 的 内 合力 和 外 合力 、 则 
可 把 动能 定理 办 成; 

1 2 1 了 

六 了 pa 1 区 总) 一 序 FmpVi(to) 


一 了 | (PCD TPR(DD) Va 4) 


其 中 VD) 表示 卫 点 在 时 刻 的 速度 . 

(2), (32 和 和 《42 式 都 是 {1) 式 的 推 沦 、 事 实 上 ,01) 式 包 
合 了 物质 系统 的 全 部 动力 学 性 质 。 尽 管 如 此 ， 在 基 些 简单 的 
情形 下 ;我 们 还 将 应 用 这 些 公 式 以 减少 一 些 证 肯 ， 
3, 牛顿 定律 


咎 同 的 万 有 引力 定律 确定 作用 在 物质 系 绕 上 力 的 窒 质 ， 
而 在 一 般 力 学 的 杠 架 内 ,研究 这 个 定律 导出 的 结果 ,就 构成 了 


1 法 福 本 和 黄 评 本 均 作 og 一 0 有 有 误 * 应 为 字 - 一 0， 一 一 详 首 注 


» 





天 体力 学 领域 .万 有 引力 定律 指出 ， 质量 为 mm 和 mw’ 的 两 个 
质点 4 和 吾 语 闭 丙 质点 癌 的 连 线 48 互相 上 骸 引 ， 吸 引 为 和 它 
们 的 质量 的 张 积 成 正比 ,而 和 它们 之 间 蝶 离 的 平方 成 反比， 

设 48 一 +， 作用 在 BB 上 的 为 从 吾 指 向 4, 其 值 为 
Cmm' /+?)， 这 里 ， 克 是 比例 常数 ， 称 为 万 有 引力 常数 ， 在 厘 
米 ， 到 :种 制 中 ， 其 实测 值 为 6.670 士 0005X10 一 达 因 * 惠 
米 了 / 克 ，， 

在 第 15 节 中 ,我 们 将 给 出 天 文学 家 们 所 采用 的 单位 系统 
中 万 的 值 . 

按照 向 量 的 写法 ;牛顿 万 有 引力 定律 可 表示 为 : 

4 对 8B 的 吸引 力 ，Fs = ktnm' BA 

B 对 4 的 吸引 力 ,Fy 一 km'AB/r, 

注意 : 牛顿 定律 含有 引力 通过 空间 瞬时 传递 的 意思 . 


4. 生 顿 定律 的 范围 和 局 限 


第 一 节 介 绍 的 关于 力学 定律 的 全 部 假说 ， 与 牛 巾 万 有 引 
力 定 律 一 起 ,形成 了 一 组 前 尾 一 致 的 公理 ,它们 的 推论 构成 了 
牛顿 力学 ;这 些 推 论 就 是 天 体力 学 所 研究 的 对 象 .即使 不 谈 年 
向 实际 物理 问题 的 应 用 ， 也 可 设想 数学 中 应 谈 有 一 个 分 到 致 
力 于 这 些 问题 的 研究 的 .然而 ,值得 考察 一 下 , 用 这 些 公理 来 
接 述 身 然 界 的 物理 性 质 ,究竟 真实 到 什么 样 的 程度 ”事实 上 ， 
正 因为 长 期 的 观测 证 实 了 这 些 假说 的 全 部 推论 :所 以 ,天 体力 
学 发 表 的 著作 才 如 此 之 多 . 在 测量 和 计算 的 精度 范围 内 ， 我 
们 总 能 证 实 上 述 很 阅 的 物理 真实 性 . 像 卫星 和 行星 的 运动 、 
潮汐 .地 生 的 进 动 , 双 星 的 运动 .月球 的 天 平 动 ,地球 的 重力 和 
起 星 的 运动 等 十 分 不 同 的 现象 ,全 都 受 天 体 广 学 理 伦 的 支配 , 
这 使 得 我 们 担 牛 顿 定律 当 作 万 有 引力 定律 .但 在 上 述 的 各 种 
运动 中 有 一 个 是 例外 ， 这 就 是 勒 感 耶 首先 在 水 星 的 运动 中 注 


ss 


意 到 的 .水 星 近 日 点 (水 星 轨 道上 最 接近 太阳 的 点 ) 的 进 动 超 
过 牛顿 力学 的 预期 值 大 约 每 百年 “此 后 ;对 金星 , 地 球 和 
火 盟 也 观测 到 类 似 的 偏差 ， 只 大 偏差 值 同 观测 误差 的 数量 级 
相同 ;即使 基 水 星 的 附加 进 动 值 ,也 比 经 典 理论 已 新 先 算出 的 
进 动 值 小 得 多 。 因 此 ,利用 牛顿 定律 可 得 到 很 好 的 近 侯 ,虽然 
仍然 需要 微小 的 改正 . 

这 就 引起 爱 因 斯 坦 对 时 间 和 空间 的 公理 进行 重大 修改 ， 
他 这 样 做 的 理由 大 都 超出 了 天 体力 学 的 范 贱 ， 即 使 是 概略 地 
论述 广 义 相 对 论 ,都 要 超出 本 书 的 目的 。 从 根本 上 上 讲 , 相 对 论 
人 管 认 绝对 时 间 和 借 利 略 惯 狂 些 标 系 的 存在 ， 假 设 引 力 以 光 的 
速度 传播 ， 并 认为 引力 是 由 于 物质 的 存在 使 时 空 过 续 统 变形 
所 引起 的 ， 但 荐 ,尽管 有 这 样 基本 的 差异 ,相对 论 在 一 阶 近 似 
下 简化 为 牛顿 方 学 ;而 考虑 到 测量 的 精度 ,除了 上 述 的 近日 点 
的 进 动 之 外 ;在 二 阶 近似 中 也 可 以 略 去 同和 牛顿 力学 的 差异 . 

这 种 情况 的 实际 结果 是 我 们 可 以 继续 应 用 后 顿 力学 的 公 
理 。 应 用 牛顿 力学 的 公理 要 化 应 用 广义 相对 论 的 公理 容易 得 
多 ,并 可 以 改正 到 广义 丰 对 论 的 二 阶 ， 很 容易 看 出 ,改正 县 是 
很 小 的 ， 而 县 由 于 下 牛顿 力学 得 到 的 简化 的 二 体 运 动 和 真实 
运动 只 有 很 小 的 差异 ， 我 们 可 以 简单 地 把 这 些 相对 论 性 改正 
加 到 生 颖 力学 弃 描 述 的 运动 中 去 

今后 ,我 们 将 采用 已 经 介绍 的 牛 辣 力学 的 定律 和 假说 ;但 
要 记 住 ,在 少数 情况 下 , 必须 进行 粗 对 论 性 的 小 改正 , 这 只 有 
在 某 些 行星 理论 中 才 有 必要 . 














5. 入 体 问题 


作为 上 述 各 点 的 例证 ,我 们 将 考察 NN 体 问 题 , 即 寻求 只 受 
牛顿 引力 相互 作用 的 NN 个 质点 的 轨道 问题 。N 体 问题 迄今 还 
远 运 没有 解决 。 这 个 问题 在 于 可 以 把 太阳 系 中 各 种 天 体 的 运 


同时 





动 当成 N 体 问题 的 特殊 情况 《小 N) 来 处 理 ， 尽 管 太阳 、 行 星 
和 卫星 是 准 球形 而 不 是 质点 .在 第 五 章 我 们 将 指出 ， 如 果 天 
体 之 间 两 机 的 距离 足够 大 ， 则 假定 每 里 行 星 的 质量 都 集中 在 
行星 的 引力 中 心 , 抬 行星 当成 质点 :可 以 高 精度 地 计算 出 这 些 
天 体 之 闻 的 相互 豚 引 力 ， 

向 样 , 对 于 受 明 远 质点 的 引力 作用 的 准 球形 答 星 了 , 利用 
引力 中 心 运动 定理 ， 我 们 可 以 这 样 计算 作用 在 行星 的 各 质点 
上 的 力 : 即 把 行星 的 质量 当成 全 部 集中 于 行星 的 引力 中 心 ， 

除了 几 个 很 靠近 它们 的 主星 的 卫星 之 外 ， 这 些 假设 已 被 
杰 阳 系 无 体 的 运动 所 证 实 。 因此， 我 们 可 以 用 术 阳 条 和 天体 的 
引力 中 心 代替 这 些 天 体 ,而 把 它们 的 运动 间 题 洁 成 N 体 间 题 . 


6. 术 体 问题 的 方程 


沙 塞 以 口 为 原点 的 惯性 参考 系 中 ,质量 为 m,, 华 标 六 
《xi yi3 zi 的 N 个 质点 Pi, 1 才 i 寺 NN， 

设 第 7 个 质点 Pj 受 其 他 NN 一 1 个 质点 PD(l i 所 NN; 
i 所 7) 的 引力 吸引 , 作 有 骨 在 P; 上 的 合力 为 





_ ora 有 PP 
E, 半生 和 Ppp (5) 
力学 基本 定律 在 这 里 成 为 
mi SOP  F,, 


其 中 , WOPiyadr 是 质点 已 的 扣 速 度 ， 消去 mw;, 得 
dsOP; _ < km,PiP, 

ar ia} IPPi|? 

这 样 ， 我 们 得 到 NN 个 表示 质点 轨 访 的 向 量 微分 方程 。 加 

困 我 们 把 这 些 向 量 上 方程 都 捞 影 到 三 个 坐标 轴 上 去 ， 则 可 获得 


* 站 


， li<N. (6) 








3N 个 二 阶 微分 方程 ,形成 一 个 5N 阶 微分 方程 组 : 
dri 二 Rmi{ wi 一 xi) _ 














dr jt} [Cx — x + (yi yi + Cg CO— zi J 

Dy ~ > Re Cy: 一 了 

dr 所 | [一 二 人 一 二 

de > ri 一 2,) 

ar iE} [Cx 一 Ea 十 Cy 人 yi 十 【sr i A 
j— 1s2, NN (7) 


微分 方程 组 C7) 的 解法 构成 天 体力 学 中 最 重要 的 分 支 之 
一 : 太阳 系 动力 学 ; N 体 中 的 每 一 个 点 了 代表 志 阳 系 中 的 一 
个 天 体 . 




















7. 太 体 问题 的 积分 


所 谓 疙 体 问题 微分 方程 组 的 一 个 积分 是 指 N 体 的 坐标 、 
某 些 坐 标的 导数 ,还 可 能 有 时间 的 一 个 消 数 关系 式 ; 这 种 关系 
式 对 于 任意 时 劾 均 满足 微分 方程 组 ,并 依 辆 于 一 个 和 任意 参数 . 
好 时 已 知 方 程 组 的 一 个 积分 , 则 方程 组 降低 一 阶 。 下面 ,我 们 
将 党 试 村 求 方程 组 (7) 的 积分 . 

(a) 把 引力 中 心 运动 定理 应 用 到 整个 N 体 系统 ， 因 为 N 
体系 统 没 有 受到 外 力 , 其 引力 中 心 对 惯性 系 作 勾 速 直线 运动 ， 
引力 中 心 6 的 坐标 由 下 列 启 量 关 系 式 给 出 : 

OG 一 > OP 


i=1 Emi 











令 MM 二 了 m; 表示 NN 体系 统 的 总 质量 ， 
引力 中 心 G 的 加 速度 为 零 可 表 为 
aoOoG _ 1 ,2 
dr M Dm 





s§ 友和 申 


上 列 求 和 式 对 t 积分 两 次 ,得 
> mOP; 一 A:+B. 


其 中 , 息 和 B 是 两 个 尾 意 的 向 量 . 取 这 个 方程 的 坐标 分 
或 zy， By 或 4a，5:); 这 样 ,我 们 得 到 六 个 积分 : 


Bd 


> Wr; 一 4xt 十 by 
f=1 


MA 


my; = yt 十 by 加 (8) 


j= 


| 


> iis ™ arf 二 6B, 
jul 


、 (b》 殷 角 动 量 定理 应 用 到 体系 统 ， 因 为 届 休 系统 没有 
受到 外 力 , 外 力 对 于 @ 〇 点 的 力 卸 为 零 ; 所 以 , 闪 体 系统 对 于 0 
点 的 角 动 量 的 时 间 导 数 也 为 零 , 角 动量 为 常数 ， 我们 有 
> OPi Am; A 一 C. 
其 中 , 忆 是 任意 的 常 向 量 ,其 分 量 为 (Ci, C,, Cs)， 
取 这 个 方程 的 三 个 坐标 分 量 , 得 


1=1 总 # 
> dx EF 
,| gw i -一 ,=c , 9 
Dmils, 元 i A y (9) 
dys 2) 
ml x = 
2 一 


这 样 ,我 们 得 到 三 个 新 的 积分 。 
《ec) 注意 到 如 果 我 们 令 





N N 
77 一 Ht, ， 1 
‘2 Tr eT (1) 


则 对 于 一 个 给 定 的 ,有 
HU = mama(xi — xa) 





BE 人 3 {Cen 一 站 十 《一 人 十 (sx 一 可] 和 
以 玫 代替 (7) 式 中 的 i, 则 和 上 式 右 端 恒 等 ， 因 此 ,我 们 
也 可 以 把 《72 式 写 成 
mL BU, md OU, md OU, 1) 
a Br; dt By adr Be; 
由 于 避 不 显 仿 时间, 故 有 
a _ (9 da + 0 dy 4 20 <) 











Ar = “Bx; dr By; at Bz dt 4 
应 用 (5105 式 , 上 式 成 为 
N 
全 T=1 dr dz Ar dr 





-3 的 + 8 a 

积分 上 式 , 则 得 一 全 新 积分 。 事 实 上 ,从 动能 定理 出 发 ， 
也 能 得 出 这 个 积分 : 

1 习 dx 2 {day 

zt 
其 中 ;是 一 个 任意 的 常数 ， 

这 样 ,我 们 一 共 找 到 了 方程 组 (7) 的 十 个 积分 ,容易 证 明 
它们 是 相互 狼 立 的 。 邦 加 雷 已 证 明 ， 没 有 其 他 的 单 值 解析 积 

应 用 上 述 N 休 问题 积分 的 经 典 结 果 ， 可 见 它们 使 方程 组 
降 到 6N-10 阶 ， 特别 是 著名 的 二 体 问题 降 到 二 阶 ， 下 一 章 
我 们 将 看 到 ,二 体 问 题 的 二 阶 微分 方程 组 是 完全 可 积 的 。 


aa 风 志 





第 二 章 二 体 问 题 


8. 二 体 问 题 的 重要 性 


当 我 们 纪 较 作用 在 行星 上 的 各 种 力 的 由 候 , 我 们 发 现 ,在 
相同 的 距 赢 上 ， 质 量 为 对 的 太阳 的 吸引 力 化 质量 为 避 的 行 


的 吸引 力 大 和 倍 . 表 1 给 出 主要 行星 的 质量 ,离开 杰 阳 的 拭 


离 和 卫星 数目 . 
从 表 1 大 致 可 以 看 到 ,对 于 所 有 的 行星 来 说 ,由 太阳 产生 























两 让 启  _ 莉 
名 称 平 扫 《太阳 质量 的 

‘地 霄 万 分 之 一 
太 有 阳 10 
水 量 0.387 0- 17 全 
会 星 0.723 4 0 
地 球 1.009 3.00 1 
心 星 1.524 0D. 32 2 
小 行星 2--5.2 可 和 忽 轿 
木 星 5.203 954.8 12 
士 显 9.555 285.6 9 和 环 
天 和 王 皇 19.218 43.7 5 
海王 旦 30.110 Sl.a 2 
受 王 显 39.600 2.7 0 





】) 应 加 二 不 断 增加 的 许 才 人 造 卫 星 ， 

27 现 已 知 1650 壬 ,每 年 还 发 现 一 些 新 的 小 行 居 ， 

* 笃 今 已 编号 的 小 行星 已 有 二 干 多 栖 , 照 相关 天 观测 发 现 亮 麻 大 于 照相 星 竺 
21.2 等 的 小 行星 过 50 方 央 ;已 发 现 的 卫星 数目 为 木 间 (15), 土星 (232 
莫 王 星 《17， 并 发 现 了 天 王 盟 环 。 一 一 译 者 注 


» lO. 


的 平均 作用 力 必定 是 占 绕 治 地 位 的 。 太 阳 至 少 比 最 大 的 行星 
重 一 千 售 ， 同 较 小 的 行星 相 比 还 要 重 得 多 .如 果 我 们 忽略 其 
他 行星 的 吸引 力作 为 一 阶 近似 ， 则 只 要 考 虚 太阳 和 所 讨论 的 
行星 ， 就 可 以 斌 究 每 里 行星 的 运动 。 所 以 ， 这 是 一 个 二 体 问 
查 。 而 下 其 他 行星 的 影响 所 引起 的 行星 运动 对 二 体 运 动 的 偏 
离 是 行星 理论 研究 的 对 象 ,并 在 第 七 章 中 加 以 论述 ， 

同样 的 近似 对 于 畦 绕 其 主星 运转 的 卫星 运动 也 是 有 效 
的 ; 虽然 在 这 种 情况 下 , 握 动 更 为 重要 , 抽 为 太阳 的 距 岗 虽然 
丰 对 地 远 得 多 :但 并 不 总 能 补偿 其 质 旦 大 的 影响 (第 六 章 )， 
二 体 间 题 的 解 常 常 满意 地 描述 了 物理 的 真实 性 ,但 是 ,二 
体 问 题 的 重要 性 主要 不 在 于 此 ,以 后 我 们 将 看 到 ， 所 有 最 完 
整 的 天 体 运动 至 论 ， 痢 用 二 体 问 题 的 解 《 精 圆 的 情况 ) 中 出 现 
的 表 数 作为 基本 函数 。 二 体 疝 题 的 解构 成 太阳 系 动 力学 的 基 
本 运算 一 一 二 体 问 题 在 天 体力 学 中 的 重要 性 就 在 于 此 ， 








9. 二 体 的 绝对 运动 和 相对 运动 


在 上 一 章 第 (6) 式 中 , 只 保留 和 Pi 的 坐标 , 就 能 得 到 
二 体 返 动 方 程 ， 可 以 取 二 体 的 引力 中 心 6 作 为 惯性 参考 系 的 
原点 ;因为 引力 中 心 运动 定型 告诉 我 们 ,引力 中 心 没有 加 档 运 
动 . 在 这 种 情况 下 ,方程 为 
dGP, _ hmPP, JGP, _ fmPP, 
a [PP ”de 1PP 1 “ 
从 引力 中 心 G 的 定义 ,有 
mGP, + mGP, = 0. 








(1) 





由 此 可 得 
PP — GP -+eGpP,. (2) 


代入 (1) 式 ;得 


" 11 * 








dGP, _  —hm} GP, 











dr Cm 十 my [GP 
三 性 各， 一 一 上 mm 
ad Ca 十 m7 | GP 


结论 ， 每 个 天 依 都 受到 引力 中 心 方 庙 的 吸引 ， 就 好 像 引 
力 中 心 育 积 有 质量 M 一 ，m 和 地 是 一 体 的 质 


景 . 

实际 上 ,二 体 的 引力 中 心 不 能 浏 量 , 济 量 必 须 相对 于 茶 质 
点 进行 。 假设 巨 是 这 种 点 ， 并 设 运动 的 参考 些 标 系 区 
为 原点 ;而 坐标 轴 保 持 同 惯 性 举 标 系 平行 . 

从 (DD 式 和 (27 式 消去 GP, 或 GP,, 得 

PP, _ —R(m 十 moPP, 《3) 
如 所 lIPP;l; 

在 二 体 问 题 中 ,一 个 天 体 相 对 于 男 一 个 天 体 (所 参考 芍 坐 
标 轴 平行 于 惯 福 参考 系 》 的 运动 是 这 样 的 : 其 受 力 的 情况 相 
当 于 质量 等 于 这 两 个 天 体 的 质量 和 的 中 心 体 对 它 的 豚 引 ， 

从 (2) 式 我 们 可 以 看 出 ,绝对 运动 和 相对 运动 是 近似 的 ， 
因此 ,在 以 后 的 讨论 中 ,我 们 只 论述 想 对 运动 ， 


区 
《ma 十 友信 








10. 轨道 的 形式 


积 据 和 牛顿 定律 。 考 察 质 量 为 避 的 质点 了 受 质 量 为 M 的 质 
点 所 的 照 引 。 从 上 本 的 讨论 得 知 ;在 以 4 为 原点 ,而 生平 行 于 
哇 性 参考 系 的 党 标 系 中 ;引力 为 
—ACM 十 m}m 
令 二 和 时 十 2》， 则 P 点 的 加 速 庭 为 一 p17 
让 我 们 把 力学 基本 定理 应 用 到 二 体 返 动 : 
(a) 戎 动量 定理 变 成 AP Xx Vp 一 o,o 为 常 向 量 (图 


i 





五 王 





图 1 


1)， 从 第 宇 节 我 们 知道 ， 质 点 在 一 个 平面 内 运动 .。 令 7 和 8 
表示 了 点 的 极 誉 标 ， 则 了 点 的 速度 Ys 的 径 向 分 有 量 和 机 向 分 
量 5 为 dr yar 和 ra /ai 
常 向 量 og 的 大 小 称 为 面积 常数 C: 
ra0 ,2 40 
: ar dz 
(b) 动能 定理 的 微分 形式 为 


A(T mp) 一 下 Vea 一 0 


fr 交 如 (4) 


或 
1mnm—|= dC 
2 7 dt 
其 中 ,TF 是 Yi 的 大 小 。 是 常数 ， 而 数量 积 已. Vr 已 为 下 
的 天 小 和 Wp 在 向 径 方向 的 投影 的 苹 积 所 人 代替。 因此， 我 们 
得 到 
二 mV A 0', 


12 原文 为 切 向 分 景 ,采用 “横向 分 量 ” 较 为 确切 ,一 一 译 者 广 





最 后 , 令 正 一 C's 二 称 为 能 最 常数 ,得 ， 
Vi 一 26 十 并 ， C5) 


《cj 从 (4) 式 和 《) 式 消去 z, 得 
”十 9 Cdr 1g) 





了 a 7 
代 人 《5 式 ,得 轨道 的 微分 方程 为 
dr? 十 1 _ 了 本 了 站 0. (6) 


ra rr Cr CO 
令 zx 一 二 一 总 ， 得 dw 一 一 安 . 用 这 个 新 变量 表 
+ 
示 ， (6) 式 成 为 


2 3 
(至 + 一 点 十 中 ) 一 0. 
“de Ct eC? 


令 括 张 中 芍 量 为 二 , 并 假设 它 是 还 的 (如 果 不 是 正 的 ,将 
不 存在 实 执 遵 》, 则 


(经) -= Hi— ww 
a0 " 


上 式 可 立即 积 出 ,得 “一 是 cos(9 一 ,其 中 Bo 是 任意 
常数 .再 换 成 以 向 径 表 示 , 有 


1 大全 2C°k _ 
1st 二 cos{O 60)|. (72 





r 
这 是 以 4 为 焦点 的 贺 锥 曲线 方程 . 
(d) 令 
se 
如 
， hr es + (8) 
Y A 下 
由 一 有 一 名 


» 14 。 





由 此 
2 二 2 


名 
因此 圆锥 曲线 的 方程 变 成 
1 1 十 ecosz 
* p 


圆锥 曲线 的 偏心 率 为 。, 半 通 径 为 p。 半 长 从 由 户 一 
all 一 后) 给 出 ， 称 为 真 近 点 荐 ”的 基 度 是 从 最 接近 4 的 点 
息 量 的 ,这 点 称 为 近 点 ?7. 令 一 0, 则 可 得 4 到 近 点 的 距离 为 
el 一 < 在 长 轴 上 另 一 个 轨道 点 是 远 点 (或 远地点 ,或 还 只 
点 ), 远 点 的 距离 为 afl 十 e). 

(e) 我 们 能 够 讨论 这 个 区 锥 曲线 的 性 质 ， 从 (8) 式 可 见 ， 
根据 上 是 理 为 全 、 零 或 正 ， 可 知 圆 钾 则 线 沪 椭 图 、 拢 物 线 或 双 . 
曲线 的 一 个 分 校 .如果 To 是 起 始 时 刻 的 速度 , x 是 大 始 和 时 刻 
航向 德 , 则 由 (5) 式 得 


24 一 下 一 径 ， 
ro 





我 们 推 得 下 列 结论 : 


1 如 果 TP 一 < 一 V( 称 为 抛物 线 速度 》 则 为 抛物 
线 轨 道 : 

2. 如 果 Ps > Y， 则 为 双 曲 线 机 道 : 

3 妇 果 To < Pe 则 为 棍 图 轨道 . 

















11. 克 普 勤 定律 
克 普 袁 定 律 指出 : 


12 去 家 知道 :如果 中 心 天 件 是 地 球 ,这 点 称 为 近地点 ;中 心 天 体 是 术 阳 ， 称 为 
近 忆 点 . 


本 ， 





1. 行星 在 平面 曲线 上 运动 ;在 相等 的 时 间 问 陋 内 ,行星 的 
向 径 所 扫 过 的 面积 相等 ， . 

2, 行星 的 科 道 是 帆 贺 ,太阳 位 于 椭 贺 的 一 个 焦点 上 ， 

3. 行星 谨 太阳 公转 周期 的 平方 与 行星 轨道 半 长 径 的 立方 
成 正比 ， | 

在 每 个 行星 独 安 地 弹 太 阻 运 动 的 假设 下 ， 我 们 已 经 证 明 
了 前 两 个 定律 . 并 且 ， 第 一 定律 是 在 任意 的 有 心力 场 中 角 动 
时 定理 的 推论 ， 对 于 行星 来 说 ,能 晤 常数 5 是 负 的 . 

第 三 定律 证 明 如 下 ; 

柱 贺 的 面积 为 exw 1 一 党 。 设 己 为 行星 公转 周期 ， 则 
面积 常数 忆 为 ; 


r 
二 全 CAar = Vi 





C— 符 2V1 一 0, C9) 


我 们 已 经 知道 ，C’ 一 pp = pall 一 <). 
从 最 后 两 式 消 去 C ,得 


. 
i (10) 


如 果 我 们 忽 酷 行星 前 质量， 则 对 每 一 个 行星 来 说 ,xz 一 
MM 都 是 相同 的 :第 三 定律 得 证 ， 我 们 注意 到 , 根据 表 1 给 出 
的 行星 真实 的 质量 ,就 木星 而 言 ; 这 个 定律 在 01 锡 精确 度 以 
内 是 成 立 的 ， 


12. 酉 圆 运动 的 研究 


(Ca) 我 们 引进 一 个 新 的 角度 {图 2) 来 研究 质点 的 椭圆 运 
动 (#4 < 0), 这 个 角度 是 时 间 的 函数 ， 令 QO, 王 和 P 卫 分别 代表 
本 图 的 中 心 \ 焦 点 和 近 点 .，M 是 福 呵 上 的 一 个 点 , 它 在 Fr 办 


+* 1- 








留 2 


和 Fy 轴 上 的 坐标 为 ycosy 和 + sinv， 令 MM"' 是 半径 OM ' 一 a 

-的 辅 圆 上 的 点 ,好 在 Ox 轴 上 的 投影 和 LH 一 样 都 是 五 , 并 与 
对 在 Oz 的 局 一边， ECOP, QM')» 角 称 为 偏 近 点 篇， 

我 们 知道 ， 柚 圆 是 办 图 按 比 率 为 WII 一 6 的 仿 射 变换 ， 

处 处 都 有 豆 林 一 ww 二 RM 由 于 0F 一 we， 我 们 可 

以 用 酚 种 不 则 的 方法 计算 FM 在 Fx 办 和 Fy 畏 上 的 投影 : 








x 一 六 eposp = a(eosE — ee) 
rE) (11) 
由 上 式 计 算 x', 可 得 
了 = all — ecosE), 12) 
消去 +, 得 
eos Oe 
COSE 一 一 一 一 -， 
1 一 2 cos 了 


有 :2 《1 一 cosv) 
而 计算 吕 2 (1 十 cosv) 


aa 了 1 eco coshk+a 
2 1 一 ecosR cosF—e 








tg 


17 常 以 4 表 了 示 ,E 是 诗 际 上 推荐 笈 符 续 . 


» 17 « 





1 十 e， 1 cosF 一 工 十 ee 殖 
1 一 5 |+ cosk 1 一 上 了“ 
函 为 ”各 互 在 相同 的 学 平面 内 , 所 以 v/2 和 /2 处 于 同 
一 象限 ,最 后 得 


允 工 十 et, E (13) 


这 就 是 真 近 片 秀和 人 和 偏 近 点 前 的 关系 式 ， 

tb)》 第 三 种 近 点 角 贫 述 如 下 ": 

平 近 点 前 定义 为 对 一 mtfz 一 四， 其 由, 平均 运动 = 一 
2x/P 《上面 已 经 定义 了 周期 P),: 是 计算 的 时 刻 ， 而 六 是 天 
体 通 过 近 点 的 时 刻 ， 

{c) 注意 到 从 (8) 式 和 pp 一 af1 一 2)， 得 一 一 /2 
采用 符号 ww 已 经 导出 的 标准 公式 变 成 ; 

i 


角 动 量 积分 (9)。 。 C 一 ”人 一 nevi (14) 





能 量 积分 (5)， v= p21) 5) 


r 


克 普 勒 第 三 定律 (10), wis: 一 pg (16) 

【dy 现在 我 们 可 以 研究 卫 作 为 上 的 函数 的 变化 。 

在 时 间 间 了 本 “一 回 内 ， 疝 径 扫 过 的 面积 是 面积 PME 
《图 2). 


一 王 
面积 (PMF) 一 二 | Cas 


一 地 nV 一 2 一 全 一 于 eV 一 eM , 
了 于 和 下 面 的 了 部 假定 以 弧 床 表示 ， 


1) 天 体力 学 和 天 文学 中 所 用 的 “ 近 点 角 ? 一 词 表 未 ,当天 体 通 过 近 吉 了 时, 此 前 
为 零 ;而 "经 麻 " 一 词 刚 可 从 尾 意 辐 定 点 超 草 ， 


1 5 。 





应 用 靖 圆 和 图 之 问 的 优 射 关系 式 ， 从 面积 (PMF) 可 以 
推出 面积 (PM FF): 


面积 (PM’F) 一 
WA 





1 








1 一 时 


面积 (PMF) 一 加 nM. 


但 是 





面积 (PM'F) 一 面积 (PM'O) 一 面积 (FM’0)，(17) 
PM’O 是 面积 汶 立 aE 的 扇形 . FM'D 是 底 FO 一 we， 
高 BM' 一 usin 的 三 角形 ， 因 此 ， 其 面积 为 esinE. 


把 这 些 结 果 代 人 人 (17) 式 , 得 
+ a 一 二 全 五 一 上 pae sin EE 
二 2 2 


E~—esnE~ Mo= s(t — to), (C12) 

这 就 是 描述 主 和 :之 间 关 系 的 克 普 蔓 上 方程， 

微分 (13) 式 ， 把 结果 代入 《14) 式 , 异 助 于 (11) 式 和 
(12) 式 消 去 + 和 + 并 进行 积分 ,也 可 得 莘 克 普 勒 方程 . 

方程 C13) 各 (18) 招 三 种 近 点 角 互 相 联系 在 一 起 ， 并 使 
我 们 可 以 计算 出 任意 时 肇 的 每 一 种 近 点 角 , 从 而 应 用 (11) 式 ， 
我 们 就 可 求 得 天 体 的 坐标 。 这 就 完整 地 解决 了 椭 图 运动 的 问 
题 . 


13. 轨道 根 数 


知道 了 + sinv 和 fcosv, 一 般 还 不 足 忆 确定 天 体 在 任意 
的 坐标 系 中 的 空间 位 置 。 因 此 ， 我 们 要 定义 一 些 惯用 的 套数 
以 确定 第 卡 儿 坐标 系 中 的 轨道 ， 

我 们 将 假设 这 些 坐 标 才 的 原点 是 中 心 天 体 《 对 于 相对 运 
动 ) 或 二 体 的 引力 中 心 ( 对 于 绝对 运动 ). 和 DY 平面 称 为 主 平 


= 1 。 











面 (图 3)， 其 法 线 OZ 是 主 平面 的 极 方向 ， 实 际 上 , 主 平 面 或 
是 地 于 赤道 面 , 或 是 黄道 面 . 

轨道 面 局 主 平 面 的 交 线 是 交点 线 ,这 条 线 交 般 道 于 两 点 ， 
在 开交 点 《ww)， 天体 的 “坐标 递增 . 另 一 个 交点 就 是 降 交 点 . 
如 一 (OX, ON) 瑚 定 了 升 交 点 的 方 ON; 9 称 为 逢 交点 经 
魔 ,从 0 到 360?. 

倾角 i 是 主 平面 和 轨道 面 之 闻 的 夹攻 ,变化 于 入 和 
180° 之 间 。 因果 天 体 的 公转 投影 在 主 平和 加 上 的 指向 是 磊 行 ， 
网 0° 之 7 之 90%; 反之 ;如果 是 逆行 , 则 90” < i? 之 1890", 

因此 ,8 和 i 确定 了 轨道 平面 ;而 必 公 转 的 指向 就 在 这 个 
平面 内， 

在 轨道 平面 上 的 轨道 是 以 0 为 焦点 的 圆锥 曲线 ， 其 形状 
由 偏心 率 * 确定 ,而 大 小 型 由 半 长 径 < {或 在 抛物 钱 轨 道 的 情 
况 下 ,而 半 通 径 p 一 al1 一 <] 确定 .对 于 汉 曲 线 , a < 9. 

我 们 还 必须 确定 图 锥 曲线 在 轨道 平面 上 的 位 置 ， 确定 了 
近 点 的 方向 DOP, 就 可 以 做 到 这 一 点 。wm 一 {ON, OP) 朋 称 


+ 





为 近 友 第 距 , 沿 着 运动 的 方向 测量 ,并 唯一 地 确定 了 轨 洲 在 轨 
道 面 上 的 位 置 . 

最 后 ,我 们 已 经 知道 , 真 近 点 角 ” 确定 了 天 体 村 在 轨道 上 
的 位 置 ， 为 了 计算 作为 时 间 函 数 的 卖 近 点 角 ， 在 确定 了 第 六 
个 根 数 a 5 通过 近 点 的 时 刻 或 历 元 ) 之 后 ,求解 克 普 惑 方程 . 

六 个 很 数 B39 E913 ,wm 和 为 唯一 地 确定 了 M 在 胃 道 上 
的 运动 (作为 时 间 的 吨 数 )。 

备注 : 

(1) 常用 近 点 经 度 站 代替 近 点 闻 上 距 w。 近 点 经 度 定义 为 
训 二 w 十 刁 ， 它 是 不 在 同一 平面 的 两 个 锡 度 之 和 ， 人 但是， 如 
果 ? 一 0, ON 变 得 不 确定 , 国 而 由 和 2 也 不 确定 , 而 名 则 趋 
向 于 一 个 确定 的 袜 概 . 

(2) 平均 运动 不 是 第 七 个 轨道 根 数 ， 它 是 = 的 函数 : 


mai— ge. 


14. 天 体 的 箔 卡 几 誉 标 


我 们 来 计算 OM 在 0X, OY 和 OZ 轴 上 的 投影 。M 相 
对 于 轨道 平面 上 的 ON 和 0K 轴 的 又 标 是 + costw 十 o》 和 和 
rsimfoo 二 + w) (图 3)， 
把 坐标 轴线 ON 旋转 一 i 角 ,M 相对 于 ON, OK 和 02 
的 坐标 为 
+ cos tt v), rsin(w 十 yj)cosf + sin(w + 1)sin?. 
最 后 ,再 绕 0Z 轴 旋 转 一 9 第 ,就 可 得 到 所 要 的 坐标 :: 
大 一 rr[easfeo 十 2)cos 息 一 sin(w + 1)sindeosi] 
Y= 7+:[cos(to 十 wjasin 吕 十 sin(w 十 oemeeon| 《197 
了 一 ysinfo 十 2)sinmi 
表 2 给 出 了 rsin p 和 和 rcosv《 双 曲线 和 抛物 线 的 情况 只 
是 必 为 矢 考 ,这 里 不 加 讨论 ). 


* 2l.* 
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我 们 也 可 以 提出 相反 的 问题 ;已 经 观测 到 天 体 的 不 同 的 
位 置 ,怎样 决定 它 的 轨道 根 数 ? 

加 果 我 们 知道 天 体 的 币 卡 儿 华 标 ， 则 只 要 两 个 位 置 就 足 
以 解决 上 面 的 可 题 。 但 是 ,通常 天 文 观测 没 给 出 距离, 而 是 给 
出 方向 。 在 这 种 情况 下 、 至 少 需要 三 次 观测 ， 许 多 方法 已 用 
于 解决 这 个 问题 ,但 是 , 介绍 它们 不 十 本 书 的 范围 , 已 有 很 多 
作者 介绍 了 那些 方法 的 原理 


15. 太阳 系 的 天 文 单位 


确定 轨道 半 长 笃 的 精度 实质 上 取决 于 周期 值 和 我 们 对 2 
值 的 了 解 程度 ， 从 《10) 式 ,有 


好 we 由 





行星 的 观测 得 出 高 精度 的 了 值 【 相 对 误差 103 一 10 7)， 
恕 果 我 们 取 第 三 节 给 出 的 砷 米 ， 克 * 种 制 的 站 值 “《 只 准 到 十 
进 制 三 位 数字 ), 则 将 损失 了 观测 的 高 精度 ， 

因此 ， 有 闫 太阳 系 的 所 有 计算 均 采 用 与 厘米 . 克 * 秒 制 
无 美的 单位 进行 。 寺 间 的 单位 保持 相同 ， 而 所 有 行星 的 质量 


[9 者 看 Watmon, Theoreticad Astranomy, Dover 19614, and also Andopers 
and Danion . 
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均 以 杰 阳 的 质量 为 单位 表示 【M 一 1)， 这 种 单位 表示 的 质 
量 列 在 表 1 中 .最 后 ,我 们 宁愿 国定 万 的 采用 值 ,间接 地 定 疼 
长 度 的 单位 ， 
VR 0.01720, 20989, 5000..., 
k= 0.00029, 59122, 08266. .-. 
这 样 , 对 于 a 一 1, 质量 可 以 忽略 的 行星 的 周期 
P= 2r/V &, 

车 一 个 质量 可 以 忽略 的 无 择 行 星 绕 太 阳 公 和 转 的 周期 为 
365.2568983263 平 太 阳 日 ， 则 其 轨道 半 长 径 就 是 长 度 的 天 六 
单位 . 

地 球 轨 道 半 长 径 限 天 文章 位 之 差 只 有 干 万 分 之 几 . 这 样 ， 
这 种 长 度 单 位 将 不 受 任何 地 球 运 动 理论 的 改进 的 影响 , 





s+ 


第 三 章 正则 方程 组 


上 一 章 我 们 已 经 解决 了 汪 体 问题 ， 现 在 我 们 来 考察 三 体 
问题 中 出 现 的 微分 方程 的 蘑 些 性 质 . 但 是 ， 在 探讨 这 项 工作 
之 前 ,我 们 将 把 这 些 方程 写成 最 方便 的 形式 . 





”16. 在 相对 参考 系 中 N 体 问题 的 方程 


. 同 二 体 问题 一 样 , 根据 同样 的 理由 , 在 研究 立体 系统 (如 
太阳 系 ) 运动 时 ， 我 们 取 N 体 当 中 的 一 个 天 体 P (例如 太 了 》 
作为 党 款 系 的 中 心 , 坐 标 轴 平 行 于 惯性 参考 系 . 这 样 ,方程 组 
降低 六 阶 ， 这 等 价 于 应 用 了 引力 中 心 定理 的 结 杂 . 因此 ， 我 
们 不 再 把 这 个 定理 应 用 于 相对 系统 . 

采用 第 一 章 的 符号 ,天 体 Pj 的 坐标 是 
RY 2 
Ai 一 | PPil ， 
从 第 一 章 方程 《7 对 P; 和 P, 两 天 体 的 方程 逐 项 和 相 减 ,得 
到 P; 相对 于 忆 的 运动 方程 : 





2 mo) 区 
i 
> XC 一 ， XX, 
+ a 2 ), isj— ?2,3 N, (1) 
Y 和 Zz 的 方程 与 此 类 羽 ， 
计算 下 面 函 数 


和 得 站 


了 = 一 人 十 i) 








从 
N 
1 RNR; 十 了 ,Yi + Zi2} 
十 之 ， km (2 : A i) (2) 
i} ti 和 


的 偏 导数 可 看 出 ,方程 组 《1) 简化 成 
PX BV; dy BV} PZ Bpi 
Adar BX,” de BY” dF 92; 
备注 : 
要 注意 同 第 七 节 结 果 的 差异 : 函数 Vi 的 数 日 要 比 天 体 
数目 少 一 个 ,但 是 ,每 个 态 都 比 函 数 避 简单 ， 











C3) 





17. 三 体 问 题 方 程 的 简化 


有 一 种 坐标 系 莱 有 上 述 二 入 系统 的 优点 :每 个 天 体 的 坐 
标 久 周 该 天体 的 位 置 无 关 的 瞄 为 原 虑 。 而 有 唯一 的 函数 丫 . 
我 们 将 只 对 三 体 的 情况 定义 这 种 治标 系 ,但 是 ,其 结果 可 以 稚 


广 到 和 N 个 天 体 . 
Plmy) 
Pilm) a 
P, Ca) 


CG 





坐标 系 的 方向 
图 4 
令 P, 相 对 于 PP 的 坐标 为 Ta ye {x 一 ¥, 等 ); P; 相对 
于 品 各 已, 的 引力 中 心 人 的 坐标 为 x ys ER 这 两 组 坐标 轴 
保持 平行 (图 4)。 则 有 











rr 
4 一 XX 一 2 x 
: Lk + [ "> 
一 一 一 一 了 
Y : LT 十 夫 3 ?3 


» 2 » 




















mi tt nt 
和 1 
Ai 一 (x 十 一 一 2 *) 
mt ms 
2 
AS 一 zf(z TL *) 
pi 十 #2 
关于 P; 的 方程 是 
dix 上 一 是 [mi 十 sr ] 攻 
de A 
Eo 1 “十 一 
_ x - 
+ hm | tm | 4 
A 总 和 
和 > 的 方程 与 此 类 似 . 


从 区; 7 和 | ZZ， 的 方程 出 发 ,我 们 可 以 写 出 关于 和 入 和 
x 相似 的 方程 : 








， 7 
dr” 十 ma dr Km 十 m3) (: 十 #1 十 元 














dr ts + fa 怀 下 A 
1 7 
* 1 十 并， 区 
— Rm A 十 A 9 C5) 
y 和 x“ 的 方程 与 此 关羽 . 


对 这 两 个 方程 逐 项 相 减 ,可 从 第 二 个 方程 中 消去 dx/d?. 
. 可 以 看 出 ;同上 面 的 情况 相似 ,如 果 我 们 令 





-一 1 了 43 hi! 
A A (9 
则 三 体 问 题 的 方程 成 为 


mm dr OF 
mt m, dr Gr” 


a 26 4 





Cm + mi)m, ai _ OV 07) 


mm 二 my dr Or” 
Ps 和 y EE 四 个 方程 与 此 类 似 . 


18. 当 一 个 天 体 的 质量 可 和 钨 赂 时 的 情况 


被 研究 的 天 体 的 质量 常常 可 以 忽略 - 例如 ， 爱 木星 撤 动 
的 小 行星 运动 或 受 太 阳 报 动 的 卫星 运动 就 是 这 神情 况 ， 摄 动 
体 忆 的 运动 不 受 小 天 体 妃 的 影响 ，G 和 只 的 位 置 祖 合 , 卫 
的 运动 只 是 简单 地 决定 于 P 的 作用 一 一 按照 克 普 得 定律 的 
运动 。 

因此 , 只 要 考察 ,的 方程 就 是 够 了 。 在 这 些 条 件 下 , 不 
必 进 行 上 述 的 简化 , 考察 7 一 1 和 i 一 1 的 方程 (3) 就 行 了 ， 
方程 (3) 变 成 

LA OVs ,. 


de BX” 
y, — Kr + #2) 
3 
”1 党 车 十 了 了， 十 莹 5 
二 £m, -全 2 a 和 ?). 8 
km A C8) 


19. 方程 的 正则 形式 


由 (7) 式 和 (8) 式 给 出 的 方程 组 ,和 第 一 童 (11) 式 一 样 ， 
已 写成 了 下 列 的 形式 ; 


PE og... 
hi a Bex,” 了 es s 六 {9) 
引 八 # 个 新 变量 yj; 一 mi 和)， 并 令 
1 总 3 
了 了 一 二 全 好， 
卫 了 1 
得 
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我 们 可 把 (9) 式 写 成 2” 阶 线性 方程 组 ; 


Mx OF di arF， j= 1, 2 yp。 (C10) 
Az By Br; 
其 中 , F 一 了 一 V. 


这 种 形式 的 方程 组 称 汶 正则 方程 组 .所 有 方程 共有 的 次 
数 五 , 称 为 哈密 上 顿 函数 或 特征 函数 ,而 x; 和 yi; 称 为 共 族 变量 。 
这 种 方程 非常 重要 ,在 天 体力 学 ,量子 力学 等 学 科 的 许多 问题 
中 都 要 过 到 . 

涵 数 下 其 否 是 时 间 的 显 函 数 ， 取 决 于 某 些 报 动 体 的 位 置 
是 否 预先 知道 ， 特 型 地 ,对 于 一 体质 量 可 以 忽略 的 三 体 问题 ， 
上 一 节 指 出 正则 方程 组 是 六 阶 ; 了 通过 忆 的 已 知 位 置 成 为 上 ， 
的 天 数 ， 


20. 下 不 是 的 户 数 的 情况 


上 述 结果 己 经 吉明 正则 方程 组 在 天 体力 学 中 的 重要 性 . 
我 们 将 研究 这 种 方程 组 最 常用 的 性 质 ， 然 而 ， 说 明 怎 样 能 名 
消去 下 中 显 含 的 上 是 方便 的 ， 


考察 2 阶 正 则 方程 组 ; 

9 OF (op 

A Bp; (gi, bis 1)， 
Mp, ~ — OF (0, Dis £), 1 E17 C11) 
dz Bg; 
如 果 王 显 洛 +， 则 350. 


. 

引入 两 个 新 变量 qs 和 pnn: qun 蕉 换 下 中 显 全 的 变量 
tt 仍然 作为 狼 辽 的 变量 ; 而 po 是 与 9u+: 共 轿 的 变量 ， 哈 
密 顿 沙 数 玉 不 包含 psi 但 号 我 们 总 是 可 以 对 下 加 上 przi 的 
斋 数 而 不 影响 方程 组 (11)， 选 择 新 的 哈密 顿 函数 ， 使 了 下列 新 
方程 组 得 到 3g+ 一 上 的 解 ; 


+ 28 。 


.25i 一 OF*Cgys pis Fatis Prt) 


二 Op 
Ap,  . BF*(g,, Ps Getis psn) C12) 
drt dq; 


7 二 1,2,'"-*sns# 十 | 


为 此 ,我 们 必须 取 F* 一 了 十 pon， 最 后 的 两 个 方程 变 


成 
Har 一 pn 1, 
dr B pur 
spun ~ OF (OE) 
At Hagar Br cg 


这 样 ,我 们 已 经 把 原来 鬼 方程 组 化 成 另 一 个 za 十 2 阶 的 
正则 方程 组 , 其 特征 函数 F* 不 再 包含 :+， 这 种 新 的 方程 组 更 
普遍 些 : 它 包 食 了 第 一 组 方程 的 解 ， 只 要 用 上 取代 gon 并 略 
去 Pat1 就 行 了 ， 

21. 正则 方程 组 的 积分 


让 我 们 一 开始 就 假设 ， 我 们 有 特征 函数 己 不 依赖 于 “的 
2n 阶 正则 方程 组 ; 


Es 一 dF (gis pi? 3 

ar dp; 

Mp; 8F(C ip ， 1 和 i (13) 
EE Bgj 


由 于 王 不 是 “的 显 函 数 , 故 其 全 微 商 为 
人 ~ 立 (BF dg + OF spi) 
de 7=1 Bray dr Dp; 如 “ 
如 果 我 们 用 方程 组 的 解 代 替 上 式 中 2 个 国 数 2 和 户 ， 
风 得 





sp (aE OE OF 08) 
d: iz1 ‘9 Bp; 8p; Bg 


+ 了 旬 二 





这 个 方程 可 积 出 ;对 于 性 一 组 解 g.(1) 和 p,(?), 等 式 
F{gs p= 
都 成 立 。 因 此 ,上 式 是 方程 X13) 的 一 个 积分 - 
实 味 上 ,三 的 篇 导数 也 不 依赖 于 时 间 上 os + 只 是 以 微分 ds 
的 形式 出 更 , 改 可 把 它 消去 。 例 如 ， 选 择 g。 作为 新 的 独立 变 
量 , 把 方程 组 (137 写成 下 列 形 式 : 


dg; _ BF/Op | 

. = jl; 
dg, BF /Op A 
-一 FE 1 jn. 
dgn QF/Bp, 


这 是 共有 积分 一 C 的 2a 一 1 阶 方程 组 .如 果 我 们 得 
到 这 个 方程 组 的 一 个 解 , 它 是 go 的 阔 数 , 则 从 下 列 积 分 , 可 以 
得 到 1， 


E me == [ _ dgs 组 " 
| OF /Op, ” C14 
因为 上 式 右 沸 只 基 gq 的 明 数 ， 


这 妊 ,方程 组 降 为 24 一 2 阶 正则 方 往 钥 ,其 哈密 巾 丁 数 
依赖 于 独立 变量 q, 和 一 个 积分 。 天 体力 学 中 普遍 使 用 的 方 
法 很 少 用 到 这 个 性 质 ,比较 常用 的 是 上 地 部 明 的 想 友 的 性 质 ， 
即 可 有 特征 函 数 中 消去 上 

把 这 个 方法 应 用 到 2 十 2 阶 正 则 方程 组 (其 特征 函数 为 
第 20 节 中 的 5*), 得 出 积分 F* 一 C， 而 方程 (14) 简化 为 
人 一 die 因为 OF* /Bp = 1. 

我 们 回 到 不 带 附 加 信息 的 初始 方程 组 的 讨论 ， 因 为 积分 
P* 一 C 是 附加 变量 poxi 的 函数 。 . 


22. 变量 的 正则 变换 
变量 的 变换 是 解 大 体力 学 方程 最 常用 的 方法 之 一 ， 当 方 


=- 0 = 





程 写成 正则 形式 时 ， 我 们 将 要 介绍 的 方法 表明 是 特别 有 效 
的 ， 方 法 实质 上 是 拒 变 量 p,; 9.(1 志 ? 所 NN) 变换 成 新 变量 
忆 io 委 < 拓 W)， 使 得 用 这 些 新 变量 写成 的 方程 更 为 简 
单 ， 另 外, 如果 新 的 方程 组 是 正则 的 , 则 我 们 认为 变量 的 变换 
是 正则 变换 . 如 有 果 成 功 地 找到 了 这 种 变换 ， 我 们 能 够 继续 这 
个 过 程 , 直 到 方 姓 组 容易 积 出 为 止 (例如 ,参看 第 $ 章 》 

现在 ,我 们 来 寻求 正则 变换 的 充 要 条 件 。 








4 必 村 条件 
考察 微分 方程 组 (13): 
Er 日 Re， bp,) 
dz Bp; ， ” 
ap; DF (4;, py , ， 了 
GC < 
A Bg < 


其 中 ,不 显 合 1, 并 设 2N 个 新 变量 Pj, 9;(1 所 i 所 N) 也 
是 正则 的 . 








考察 下 列 的 量 ， 
dd — D> pdqi — F ar. (15) 
1 
对 于 所 有 的 7 值 ,有 2 一 一 Ea 和 而且, 由 于 p; 是 解 ， 
所 以 它 仅 仅 依 问 于 :。 因 此 ,我 们 也 可 以 写 出 
Bp _ _ AF | 
Bz 0g; (16) 


我 们 知道 ,ZXidx; 为 爹 微分 的 必要 和 充分 的 条 件 是 (3X,/ 
ax 一 aXk/awr) 为 零 . 

将 这 个 条 件 用 到 (15) 式 右 端 ， 要 记 住 上 共有 开 依 赖 于 9， 
面 户 只 依赖 于 :得 


Bp, | BF 
Br Bg; >” 
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即 方程 组 人 16)。 
因此 ， 这 pjd9i 一 下 是 全 微分 . 
i 


我 们 可 以 把 同样 的 道理 应 用 荐 新 的 正则 方程 组 : 
Bi OF*(P,, 90 dP _. OF*(P;, 0 
dz 8P, dz Bor 

新 的 哈密 顿 函数 F* 不 需要 跟 下 得 等 。 这 里 ，>Pja9j 一 
F*dt 一 d9* 又 是 全 微分 ， 逐 项 相 减 可 见 ， 谈 量 的 变换 是 正 
则 的 必要 条 件 是 

DiPAdQi— Dipidgi — dO* — 9) oh (F* — Fd. 

令 

K=F*—F, 
上 式 变 成 
> PidQ; 一 2 pid9i 一 天 于 ~ dW. (17) 


其 中 , 玉 是 变量 的 函数 , aW 是 一 个 全 微分 . 
B. 充分 条 件 
我 们 将 要 指出 ,条 件 (17) 也 是 充分 的 ， 
由 于 初始 方程 组 是 正则 的 ,所 以 


Di pidg; 一 了 4 = do. 
i 


把 上 式 代 入 (17) 式 , 得 
Pi — (F + K)d: = d(C + 0). 《18) 


上 式 右 端 是 全 微分 ,所 以 , 左 阅 也 是 全 微分 ， 全 微分 的 条 
件 为 
ap _. OF +K) 
Or a0; “ 
由 于 我 们 假设 Pj 是 只 依赖 于 * 的 变量 , 故 得 


中 号 2 


Api HF+K) (C19) 
dr 日 如 


但 是 ,我 们 也 知道 > Pi9; 的 全 微分 是 
可 (5 PiQ:) 一 EPA0; + FOaP;. 


方程 (18) 可 写成 
a (5 Poi] — EDdP; — (CF + KY)ad: — dW + 0) 


BOP; + (F + Kd = d (5 PQ; — Ww -0). 


上 式 堪 端 又 必定 是 全 微分 ， 如 前 所 述 ， 我 们 知道 这 意味 





请 Bp (20) 
方程 式 (19) 和 (20) 表 肯 , P; 和 9; 的 方程 组 是 正则 的 ， 
其 哈密 顿 丽 数 为 下 十 五 。 
结论 : 我 们 已 经 指出 ,条 件 (17》 


2 Pd9; 一 Dpadg — KA = dW 
? 1 


是 变量 从 ps gi 变 到 P,Q; 为 湛 则 变换 的 必要 和 充分 条 件 ， 
新 的 特征 孙 数 是 十 天 ,不 管 哈密 顿 函 数 是 否 显 合 :都 是 成 
立 的 . 

备注 : 

017) 式 表示 的 (pi gi) 一 (P;, 9;) 变换 称 沪 接 舰 变 换 ， 
在 偏 微分 方程 理论 中 , 它 起 着 重要 的 全 用 、 但 是 ,在 这 里 并 没 
有 用 到 它 的 经 典 福 质 ， 
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23. 正则 变换 的 实 创 


A， 利 用 母 阔 数 进行 变 基 变换 
考察 一 个 完全 普遍 的 正则 方程 组 : 


di OF di OF 1<i 和 N (21) 


定义 谈 量 的 变换 (gj; pj) 一 (9;, PP) 如 下 。 我 们 给 出 
2N 个 变量 的 任意 通 数 98, 称 为 母 函 数 , 它 是 新 变量 0; 和 老 变 
量 pi 的 洱 数 , 记 为 S(O7, pi)， 1 所 1 所 N， 

四 下 列 2N 个 隐 范 数 形 式 的 方程 定义 变量 的 变换 : 





9 一 > 五 一 0 (22) 
我 们 将 证 明 , 对 于 任何 S, 变量 的 变换 部 是 正则 的 , 而 特 
征 函 数 也 保持 不 变 . 
考察 下 烈 的 量 : “ 


Fo DF) (PdQ; — pdgi). 


微分 SO， pi) 给 出 下 列 醒 等 式 : 
他 5 Bs 
ERY 之 50 #0; 十 之 Bp PF 
或 者 按照 (22) 式 户 和 3 的 定义 ,有 
23 一 DJ PidQi + 2 qidpis (23) 





收 得 

E=ds— 2 dp 一 2 pidgi —ad ls 一 Teal. 
这 是 全 微分 , 满足 C17) 式 条 件 ， 并 有 天 一 0 哈密 顿 玉 数 不 
变 ) 和 和 瑟 一 8 一 了 pi94i. 

B. 8, 的 共 示 变 重 

考察 正则 变量 x), yi 的 方程 组 。 设 我 们 希望 进行 这 样 的 


s 有 由 = 


正则 变换 ， 保 持 哈密 属 函 数 不 变 ,而 且 9 是 * 的 已 给 定 的 函 
数 * 关 系 式 〈17) 给 出 


Dadri 一 2 pidgi 一 4 {24) 
因为 三 是 人 的 函数 ， 故 得 
- Dee isf = 1,2...,#. 
如 有 果 我 们 事先 令 a 一 0, 若 取 
一 Bt， 一 + 2 
2 0 »1 l,2, > (25) 
则 恒 等 地 满足 (2 式 ， 
现在 ,如 果 区 具有 第 19 ww 表示 的 形式 : 
1 Ar Hx 4d 
7 一 广 对 信和 (如 人) 


de 4 Bg: At 
则 有 





BT _ pe Bx, dxi B+ 
其 中 ,4 ~ ana, 
因此 , 同 (25) 式 右 端 相 比较 得 到 


这 里 的 工 已 经 写成 为 gq 和 31 的 函数 ， 
齐 . 维 哥 比 定理 

现在 我 们 将 建立 一 个 定理 ， 并 用 来 定义 一 组 对 于 二 体 问 
题 很 重要 和 狗 正 则 变量 . 

我 们 寻求 一 种 使 新 哈密 椰 函 数 为 0 的 正则 变换 。 

对 于 正则 方程 组 ,有 
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我 们 建立 《pj, 497) ~ (Pj; 0;) 的 正 贡 变 换 , 使 得 
2 PdQ; 一 21pd9i 十 下 村 一 dW (26) 


(为 了 简化 以 后 的 符号 ， 我 们 把 上 式 的 右 端 写成 4W)。 由 
于 焉 不 为 零 , 所 以 琴 是 了 的 函数 ， 
令 (V 十 1 个 微分 系数 逐 项 相等 ,有 











Ww 5 
1 0; 二 dq” 
8W 

Ftg, Prs 1) Br | 27) 

在 最 后 的 方程 中 ,以 9W /64g; 代替 pj;, 得 

BW NOW 
F (8, Bg” ?| 加 Br 0， (28) 
这 就 是 雅 哥 比方 程式 ， 


假设 已 经 进行 了 变 基 的 变 搞 ,新 哈密 畅 阔 数 是 F 一 下 一 
0， 方 程 变 成 


或 
P; = Bi, Oi; = ai. 
这 里 , a; 和 是 常数 ,从 此 ， 如 果 拒 人 能够 找到 这 种 特 
别 的 变换 ,问题 就 解决 了 ， 
蛋 庶 我 们 妃 经 求 得 《3237 趟 的 一 个 解 ， 它 依赖 于 入 个 " 独 
立 的 ”任意 常数 2,9,N 人 个儿 和 
Was as = 0. 
我 们 建立 这 种 正则 变 棉 ,使 常数 sa 是 新 变 最 8; 的 解 , 方 
程 弓 (27) 的 第 一 列 确 定 了 共 斩 变量 Pj: 





1) 涵 文 为 “线性 无 关 的 "有 湿 ， 


6 


Pb — Se. (29) 

瑟 是 已 本 为 解 的 常数 。 利用 (29) 式 的 N 个 关系 式 就 能 
定 出 NN 个 变量 gj, 它 是 2N 个 积分 常数 gj, Bi 和 + 的 函数 . 如 
果 每 个 gj; 均 出 现在 六 个 方程 的 每 一 个 之 中 ， 则 这 是 成 立 的 ; 
这 个 条 件 防止 某 个 ,人 @i。 例如 an， 是 可 加 党 数 * 即 于 具有 ， 

Wegis at Na 十 ev 
的 形式 ， 然 后 ,我 们 把 9 的 信 代 入 方程 组 C27) 的 第 二 列 
pr =— OW(g, 4s 1) 09, 

中 ;就 可 获得 痰 个 变量 p,, 它 是 a,， 56) 和 的 隙 数 . 

牙医 下 定理 可 以 概述 于 下 : 

为 了 得 到 2N 阶 正 则 方程 组 ， 








的 积分 :我 们 寻求 雅 哥 比方 程 
OW Om 
Flq So,t)+ 0 0 


的 一 个 完全 解 ,这 个 解 依 曲 于 入 个 独立 的 任意 常数 4 、 然 后 ， 
解 下 列 方程 组 求 得 g; 和 p,: 


Pi OW (gis 的 3 2 pi 一 OW (gs ay 2 
’ Ba; : Og; 


其 中 ,N 个 5; 是 另外 的 NN 个 积分 常数 . 

备注 : 

可 以 把 一 个 积分 常数 (如 sw) 引进 雅 哥 比方 程 ,把 雅 哥 比 
方程 写成 


侣 钱 [5 
F(t | 
这 等 于 在 (26) 式 了 两 端 都 如 上 ardt， 显 然 , 除 了 险 审 顿 国 
"7 





数 不 再 为 零 而 是 等 于 zx 即 Ow 之 外 , 并 不 改变 正则 变 热 的 条 
件 . 


25. 二 性 问题 的 正则 方程 组 


我 们 将 把 牙 哥 比 定理 应 用 针 二 体 问题 的 得 矶 情形 ， 实 昧 
上 上 ， 在 第 二 章 我 们 已 经 求 出 基本 解 . 现在 的 讨论 是 对 以 前 的 
补充 ,指出 轨道 根 数 如 何 形成 一 组 正则 共 罗 变 量 . 
我 们 可 入 把 第 18 节 的 结果 应 用 到 二 体 问题 ,方程 组 (101 
除 以 oz 后 ,可 得 一 个 天 体 的 运动 方程 为 
ar OF dy .OF 
de By ds d+ 
其 中 ,xy wa 是 该 天 体 的 箔 卡 儿 上 坐标 ,而 


FT 了 一 一 六 (六 十 六 十 认 一 全 





， 1 二 1,2,3. 


促 促 保留 了 的 第 一 项 ， 
把 这 些 方程 用 球 极 坐标 写 出 ( 见 图 5), 得 


reopeosd, y= rceosgpsind, so=— sing. 


，$8 。 





以 这 些 坐 标 宸 示 FF , 易 得 
drYy 四 dz 
(本 +( 人 党 ) + 党) 
/YY {APY 2 下 
(各) + (名 ) + ee 
聚变 量 
二 d= 0, C30) 
并 令 和 天 和 全 是 它们 的 导数 dr /drs dp/adr 和 4d9/adt， 用 这 
种 符号 表示 有 
一 到 SP 十 加 qig? 十 加 41g3 cos 9 


我 们 寻求 对 #9; 共 轿 的 变量 ,根据 第 23 节 未 尾 的 结果 ,有 
TT 7 7 2 
Pi 


On Dg: 
‘ps — 0 — gg eon go. G31) 
Des 
采用 这 些 新 变量 ,特征 函数 下 成 汶 
1 1 i 其 
下 一 二 凡 寺 于- 妇 十 
2 P? 


291 cos: ga di 





而 正则 方程 组 为 
dq ,OF dp 6P 
dr Bp,” dz Bag,” 


[| 
J 
Wy 


i = 1], 


26. 雅 哥 比 定理 对 二 体 问 题 的 应 用 


采用 上 面 写 出 的 特征 陆 数 FF, 把 雅 哥 比 定理 应 用 到 二 体 
问题 ， 由 于 了 不 依赖 于 zt, 所 以 了 一 4 是 方程 组 的 积分 。 大 
是 常数 {参看 第 21 节 )。 这 个 积分 和 第 10 节 的 动能 积分 (5) 
恒 等 . 

王 完 全 可 以 用 丰 一 4 代替 而 方程 不 会 改变 。 在 雅 哥 比 


3 





方程 中 , 我 们 世 将 以 刁 一 点 代替 六， 这样 ， 一 开始 就 引进 了 
一 个 尾 意 常数 ( 参 香 第 24 节 的 备注 )。 
因此 , 雅 哥 比方 程 为 
1 rm 1 BW 
总 
1 2 
291 cos’ qr \ Og 三 
注意 ,我 们 要 的 不 是 这 个 方程 的 完全 解 , 而 仅仅 是 依赖 于 
三 个 任意 常数 的 解 。 由 于 方程 中 导数 是 能 分 离 和 的， 我 们 可 以 
寻求 一 个 也 能 分 离 变 量 的 解 万 , 即 寻求 下 列 形式 的 由 : 
= Wg) 十 Haq) 十 WHC qs), (33) 
因此 , 雅 哥 比方 程 为 
1 fam 工 Ad? 1 
EX 了 a 
1 aw 
2 cos’ gq ( 2 qi 1 0. 
因为 三 个 括 弧 中 的 量 是 独立 的 ,因此 ,如 果 我 们 选取 下 列 
三 个 方程 , 则 可 注 足 上 面 的 方程 : 
AI 
dg 


1 (2 十 一 时 一色 
2 、\ dg 2 cas 3 2” 


1 famY 有 
到 (人 十 2 和 8 0. 

十 接 代入 可 看 出 雅 哥 比方 程 的 左边 得 等 于 零 。 因 此 ， 太 
(33) 式 得 


1 
w—| 2 十 既 一 瑟 ) aq 
到 型 








一 点 一 站 (32) 














一 人 


4D 。 


3; al 1 户 
十 (a 一 一 2 一 dq 十 | A (34) 


cos’ 2 
这 是 5327 式 的 一 个 解 ， 并 含有 不 定 积分 的 附加 常数 ;这 
个 解 依赖 于 三 个 任意 常数 ee 和 4， 我 们 令 上 为 ms 注意， 
在 这 个 阶段 ,没有 必要 确定 平方 根 的 符号 . 


27. 常数 a 的 意义 


在 第 24 节 中 我 们 已 经 说 明 , 出 现在 WW 中 的 积分 常数 m， 
| 和 | 是 新 变量 D1 02 和 QO 的 假设 值 ， 而 这 些 新 变量 是 属 
于 与 初始 方程 组 等 价 的 正则 方程 组 的 ,其 特征 函数 恒 等 于 零 ， 
解 的 形式 为 
Oa Oi 4 0 = 3. 
我 们 来 找 出 这 三 个 正则 变量 在 酉 贺 运 动 中 的 意义 。 
(1) a 就 是 所 谓 的 动能 积分 常数 4 从 第 12 节 , 有 


站 一 一 点 
了 人 





其 中 a 是 半 长 径 . 
C2》 考察 正则 变换 的 基本 方程 : 


2 Pd 一 > pdgr 十 Pdi— —dW. (35) 
从 (34 式 可 见 , WW 只 是 通过 下 式 依 顿 于 名: 
| Ad R30 


因此 , 4aW 含 dg 的 唯一 的 项 是 asd9qs, 使 其 同 (35) 式 中 
dgs 的 项 相等 ,得 


—p; = 一 ai 
或 


2 2 3 2 a 
Ha “一 #1 EO 983 一 PF cos 遇 本 


» 441 + 





是 生动 量 的 分量. 有 从 第 12 节 (14) 式 可 看 出 、 角 动 
量 的 天 小 为 
CC 一 mA -一 pall 一 er). 
第 动量 在 0# 上 的 投影 是 W pal1l 一 后 ) cosf， 页 得 
4; = ;= VV pall 一 eeosi. 
(3》 同样 地 ， 可 以 令 一 户 与 4 本 全 微分 式 由 dg; 的 系数 - 
相等 .这 里 ,又 只 有 q; 和 dg; 出 现在 dW 中 ;由 此 可 得 


co 一 一 cos 9 -二 Cos 5 


用 上 和 面 求 得 的 r+? Cos plad a) 代替 ty 得 得 


nr ye. 





此 外 


故 得 


名) + (多) | 
人 A + Ar Sos pj. 


这 是 天 体 对 于 如 点 的 龟 动 量 的 平方 ， 由 此 可 得 
0 4 一 Vat! 2), 








28. 心 的 共 轿 变量 

根据 雅 可 比 定理 ， 变 量 PP 设 为 由 5 一 一 BW /Ba; 确定 
的 常数 值 , 其 中 歼 由 《34) 式 给 出 .但 是 我们 应 该 确定 函数 
区 ,因为 如 前 所 述 , 只 有 当 任意 常数 和 积分 号 确定 之 后 ， 瑟 才 
能 确定 . 对 任意 常数 和 积分 号 的 男 一 种 选择 将 得 出 不 同和 的 、 
等 效 的 另 一 组 变量 PB。 

我 们 到 


。 42 。 








EA 1 
w—| a (2 十 2 一 全 | dg 
全 0 好 1 qi 


1 a 1 s 

+ | 已 ODS =) 4 + |， esd. 
其 中 , 与 是 通过 近 点 的 时 锅 。 如 了 果 9 一 > 在 增 大 ; 取 名 一 十 1; 
若 * 在 减 小 ,8 一 一 1。 这 样 的 规定 使 得 第 一 个 积分 号 下 函 
数 的 导数 连续 . 对 应 于 通过 远 点 和 过 点 的 4 值 ，s 一 0( 参 
看 下 面 的 《1))， 同 桩 地 选择 8;, 使 得 第 二 个 积分 号 下 的 量具 
有 连续 的 导数 ， 当 2 一 单一 上 时 , 出现 不 连续 ， 因 此, 当 由 


增加 时 ， 或 当 离 升 交点 距离 “十 一 上 处 于 一 二 和 二 之 


词 而 有 cos 沁 0 了 时 ， 取 轧 一 十 (图 6 同样 地 ， 如 果 
cos 中 之 0,， 取 6 一 一 1. 














于 8 移 药 乎 监 
图 与 
(1》 2, 的 共 最 变量 由 下 式 给 出 ; 
BI (0 :( 4) 2 
于 ~ 一 二 一 一 一 2 十 了 一 全 
aE qtin} mt #1 da 


现在 ,， 9, 就 是 +， a1 一 下 一 一 p/2a,s 而 a 一 gall 一 ce)， 
分 子 和 分 母 都 鳃 上 r( > 0), 即 可 得 


P 一 一 。， 位 rdr 

为 了 实现 积分 ,我 们 把 这 些 量 用 偏 近 点 角 来 表示 ,我 们 知 
道 ， 对 此 有 r 一 stl 一 ecosF), dr 一 ae sin Ed4E (参看 第 
二 这 《12) 式 》, 

设 E 是 + 时刻 的 篇 近 点 胡 , 根 据 假设 ,在 峙 为 零 ， 








p 1 E141 — ecosE)ae sin EdE 
1™ 一 一 3 
of pa [—(1—eoos EYt2(1—ecos B)—lt el] 

p fs aifl 一 ecos ED)e sin EdE 

1 Tibi 一 二 | qq 一 

9 ea s|sinF| 
从 & 的 定义 ;得 
1 - 一 十 1 
| sn 吾 | 


因此 ,如 上 所 述 ， a | 
2 | sin E| 
2a 十 a) 一 -20 
( 2 ph 下 一 当 ) r 
为 零 。 因 此 ,根据 克 普 勒 定律 有 


了 一 一 ‘a a 0 《1 — ecos ER)aB 


VE 


mm 二 CE 一 csin FE) 一 (ft 一 5). 


从 第 24 节 的 备注 得 知 , 量 后 的 哈密 上 顿 函数 就 是 # 二 8,)， 


给 出 P 的 方程 是 
POF 
dt 80, ? 
积 出 得 PB 一 一 1 十 包 ， 因 此 ,积分 常数 & 就 是 经 过 近日 点 的 
了 时 刻 


(2) 同样 的 计算 给 出 已 = 一 0 和 已 = 一 o， 这 里 ,在 


三 本 


确定 符号 和 积分 限时 ， 我 们 必须 同样 小 心 。 旦 和 % 分 别 为 升 
交点 的 经 度 和 近地点 的 角 工 ?， . 


29, 上 节 的 结果 对 普遍 问题 的 应 用 
这 样 , 我 们 已 经 建立 了 一 组 新 的 共 塌 变量 ; 
名 一 一 亿 ， Oi = pa £2), O03— Vpall — er)cosis 


P= i 二 i Pi— wm, P= C—O0, (36) 

对 于 一体 问 题 , 其 特征 函数 简化 为 80, 一 一 上 /22。 

采用 合适 的 正则 变换 , 我 们 可 使 哈密 顿 函数 为 零 ; 但是， 
对 于 其 他 的 计算 ,这 种 新 变换 不 是 合 平 需 要 的 . | 

现在 ,考察 像 出 现在 三 体 问 题 ( 第 17 节 ) 中 那样 的 普遍 情 
况 ， 我 们 只 考察 其 中 一 个 天 体 的 方程 显然， 以 下 的 方程 可 
推广 到 其 他 的 天 体 . 

我 们 已 经 得 到 的 方程 组 是 (方程 10》 


-一 一， 一 一 一 ， 了 一 1，2，3。 {37) 
这 里 ,，F 一 了 一 下, 而 正如 我 们 已 经 看 到 的 ,FF 含有 pyr 项 。 
令 
V+R， 


尺 称 为 撤 动 函数 ， 在 哈密 顿 函 数 『 一 { 了 一生) 一 R 中 ， 
RR 包 括 全 部 所 研究 的 运动 的 非 二 体 问题 

F* 一 了 一 jp/ 是 二 人 问题 的 哈 窗 屯 亢 数 ， 我 们 刚刚 讨 
论 过 . 
方程 组 (37) 变 成 

1 本 池 * 近 点 ?4 这 时 点 ?和 "近地点 ?混同 ， 克 不 指 具体 对 象 ， 秒 一 采用 “ 近 
用 "位 较 轨 当 ， 一 一 译 老 注 
.@ 二 与 





dx OF*—R) dy BCFY ~ R) 
az By Adz Bx; 
现在 ,我 们 对 这 组 变量 进行 变换 ,使 新 变量 是 方程 组 (36) 
所 定义 的 量 忆 ;Ps Ps, 0,， 90; 0;， 方程 组 (37) 不 全 同 于 第 
27 节 的 二 体系 统 , 币 由 于 它 有 不 同 的 解 、 解 中 的 新 变量 将 不 
再 是 常数 ， 在 运动 的 研究 中 ,我们 称 这 些 新 变 医 为 密切 量 ; 对 
于 二 体 问题 ， 唯 一 的 作用 力 是 中 心力 pg/r, 审 切 量 就 代表 这 
动 的 根 数 ， 当 然 ， 密 切 根 数 是 在 与 讨论 的 天 体 有 关 的 学 标 系 
Tis Ts TY3 中 定 尺 的 . 
变量 的 这 种 改变 是 使 新 哈密 帆 限 数 Fi 为 
- 下 此 
FF 一 (F* 十 靖 ) 一 一 R 一 此 ， 
因为 这 个 变换 已 把 哈密 顿 冰 数 Br* 化 为 Bi 一 一 sp/29. 
因此 ,方程 级 《37) 等 价 于 下 列 方程 组 : 
dQ; _ OR — (pg/20)) 











ds BP, 
di HR (pf20)), ;1,2,3. (38) 
dt a0; 
屎 这 哈密 顿 函数 中 所 有 的 符号 ,并 令 户 一 一 已 ， 可 以 改 
进 这 个 方程 组 的 形式 : 
P= Pw, P=— 0. (39) 
因此 得 下 列 方 程 组 : 
2 CR + (p124)) 
下 OP; > 
ap CR 十 Cr/28)) C40) 
dr 日 上 ” 
30. 褐 洛 勒 变 量 


现在 ,变量 玉 和 上 盛 代表 两 个 经 典 的 枯 圆 根 数 。 我们 可 以 


CE [| 


尝试 对 上 进行 一 些 变换 , 使 它 代表 平 近 点 角 . 经 过 这 种 变换 
后 得 到 的 六 个 新 正则 变量 以 工 , G: 互 ; :5 8 和 名 表示 。， 在 进 
行 变 换 时 , 使 特征 函数 保持 不 变 , 而 且 总 和 户 必须 分 别 等 于 
呈 和 及 

变换 为 正则 的 而 哈密 顿 函 数 保持 不 变 的 条 性 是 

ldL + gat + hdH — PidQ, — Prd Oi 一 Pd 一 2 ， 
要 求 有 
Pg Ph 和 l= ut 4) = np = Va Mp. 
如 果 下 列 各 式 成 立 ; 上 述 条 件 可 得 到 满嘴 : 
Di= GG, QO,~ HH, 





和 
ldL — Piad, = dW, 


V paipaL — Pd (se) — dy, 
、 

Pp (V rear 一 de) 一 dW, 
[3 


一 个 可 能 的 解 是 aW 一 了. 因此， 
de aL, 


2 a 


工 一 w aa。 
因此 ,如 果 我 们 再 令 


2 
一 二 二 上 -十 民 
?2 27: 


则 方程 组 (3?) 等 价 于 下 列 方程 组 : 
dL Bb 4G_ 34 di..99 


所 以 





a BH’ dt Be” da Bk C41) 
a Bp dg Hp dh 0¢ " 
dt HL’ a B86G’d BH 


四 


这 样 ， 我 们 必须 把 四 表 为 变量 上, 避 , 丹 , 1, g 各 的 隔 


数 ,这 些 变 量 和 祷 辐 根 数 的 关系 为 
七 = Va, 如 — V palt — e), Ha pall 一 £7 ) cosi, 
[Mo=n— i g=w, A 0. (42) 





这 组 称 为 德 次 纳 变量 的 正则 变量 ， 在 月球 理 论 的 发 展 中 
非常 重要 ,而且 仍 然 是 用 于 摄 动 问题 最 有 效 的 变量 组 之 一 :在 
第 5 章 中 我 们 特别 要 用 到 它 . 


31. 密切 覃 数 


从 第 8 节 我 们 已 经 看 到 ， 一 般 说 采用 三 阁 运 动 煤 述 太 了 
系 中 观测 到 的 实际 运动 是 恰当 的 近似 ， 因此; 如 果 从 了 时刻 
开始 ， 咯 去 所 有 的 摄 动力 ， 则 天 体 的 运动 将 是 精确 的 柚 俩 送 
动 。 在 一 定 的 时 间 内 ,椭圆 运 动 宪 很 好 地 代表 真实 运动 ; 蛙 然 
严格 地 说 ,除了 时 闷 b 之 外 ,就 位 置 和 速度 而 言 , 并 不 同 于 实 
际 的 运动 。 如果 从 一 特定 时 刻 + 起 ,除了 中 心力 之 外 ,其 他 的 
力 都 消失 , 则 在 + 之后, 天体 所 遵 御 的 椭圆 根 数 称 为 密切 根 数 
或 睡 时 根 数 .可 以 在 任意 时 刻 定义 这 样 的 无 摄 轨道 根 数 : 它 
们 对 应 的 补 贺 就 道 ， 应 使 一 个 在 它 上 面 运动 的 天 体 在 给 定时 
刻 具 有 了 同 真 实 天 体 癌 样 的 位 置 和 速度 ， 

因为 事实 上 实际 轨道 简单 地 同 密切 轨道 相声?， 所 以 在 
t 十 81 时 刻 的 密切 轨道 将 与 二 时 刻 的 密 协 扫 道 不 同 。 而 具有 
不 同 的 密切 很 数 . 结论 是 : 在 受 报 运动 中 ， 密 切 根 数 不 再 是 
常数 ,而 是 时 间 的 曙 数 . 

疝 样 的 道理 可 以 用 于 德 洛 勒 变量 ， 当 摄 动 在 时 刻 上 消失 
时 ,中 变 成 kw/2e(R 二 0), 方程 组 的 解 是 工 , G, 六 ;, g， 有 ( 常 
数 )，7 一 w(t 一 如)， 由 此 可 见 , 在 一 般 的 情况 下 ， 德 洛 纳 变 


1) 与 这 个 术语 的 几何 意 久 相反 密 苞 轨道 仅仅 是 与 真实 轨道 相 询 ;而 不 是 
“密切 *， ， : ， 

















«4 = 


量 也 是 上 述 意 义 下 的 密切 变量 ,它们 中 (42) 式 同 椭圆 密切 根 
数 相 联系 . 

密切 根 数 常用 于 描述 天 休 的 受 报 运 动 ， 其 优点 是 : 几何 
意义 明晰 而 简单 ,同时 变化 又 小 . | 

当然 ,如 果 要 把 密切 根 数 化 成 直角 坐 宗 或 者 相反 ,变换 是 
容易 的 .因此 ,让 我 们 考察 * 时刻 的 密切 根 数 。 根据 定义 ,天 
体 在 “时刻 的 位 置 和 速度 是 这 样 的 ， 由 这 些 量 确定 的 二 体 运 
动 的 烦 圆 根 数 就 是 密切 根 数 . 匠 以 ,计算 出 对 应 于 * 时 刻 的 密 
切 根 数 的 坐标 称 速 度 ， 我 们 就 得 到 天 全 在 该 了 时刻 的 坐标 和 速 
度 .因此 ,第 14 节 的 公式 仍然 有 效 ,而 得 到 下 列 的 重要 结论 : 

受 握 运 动 在 时 刻 # 的 坐标 和 速度 ， 就 是 假设 轨道 是 栖 圈 
的 ,轨道 根 数 等 于 同一 时 刻 的 密切 根 数 时 所 求 得 的 量 . 





32, 拉 格 朗 日 方程 


鉴于 当 作 变 最 看待 的 密切 根 数 在 天 体力 学 中 的 重要 福 ， 
我 们 将 建立 新 的 微分 方程 组 , 它 等 价 于 已 经 给 出 的 方程 组 ,但 
其 变量 是 桶 加 密切 根 数 . 

从 (41) 式 给 出 的 六 个 变量 工 , G 五, 和 天 的 德 洛 纳 
方程 出 发 ,并 进行 由 关系 式 《422 所 定义 的 变量 变换 , 把 (42) 
式 写 成 微分 形式 为 - 





dL 一 VE go, 














Da 弥 
、 ve 1 一 对 pa e 
dG j= da de, 
2 a A , (43) 
J 了 和 sw 一 ezeosr da — Vi cost 
2 a Vi—e 


一 ~ RE — ei) siniai 


和 





dl dM, dg — ds dh = dO, C44) 
利用 关系 式 《412), 并 注意 到 中 一 pg/2a 十 R， 从 (43) 式 
可 得 
a _ 2a dL 2 az _ 2 BR 


Ad: VE dr a Bl na OM 


de Vi ea6 YP 二 
和 WwW pze 琐 2 Vpae 向 


V1l—e BR 1—e OR 














Hae Bm nae OOM” 
#1 
dr Vpa Vl ersini oe 
+ VV 一 ecosi da 
2 a pa A 一 eisint dz 
Vpaewosl de 
MIAVa Vi esini: 型 
mm 一 1 全民 
aa 一 eisin? 60 


+ eo BR 
na vl 一 eisin: Do 
另 一 方面 , 重 排 442) 式 ,得 





A $. 
由 此 得 。 一 V1 一 C67) 最 后 有 cos i 一 &. 
(44) 式 的 三 个 微分 方程 给 出 
Hd0_ eR OR 
at dt Bn a BH 


* SO 


1 BR 














一 一 一 
na ~ 1 一 masini 计 
dg _ dom ___ HR_ DRae _ RE 
a de BC Be BG 8G 
Be Vl (065) 
ai siny G!’ 
oo vl 一 人 BR _ 及 AR 


nae Be aa? 1 一 elsinz 全 
a _dM__8 至) 一 全 
dz EE DL \2a 合 工 
9 (一 2 2 OR Ee 


BLD/ Ba aL Be OL 


2 2 
HE_OR、 IL RG 1 


Li Da E Be 工 3 IO LY) 








这 样 得 到 的 等 价 于 德 洛 纳 系 统 的 方程 组 ， 构 成 了 下 列 拉 
格 朗 日 方程 : 











da 2 9R 

A na OM 

一 VI 一 二 BR 1 一 = OR 

dr Hare Om nae OM 

dr i BR 十 COBF RR 
ds na 1 一 esini O90 naar AAA 一 esini Om 
dg 1 OR 








sw SL « 





ovT eon OR 


dz na'e Be on AZ 一 easiny Or ” 
M20R_ 1 一 “8R (45) 
Ar na Or Nae Be 

备注 : 


正如 上 节 所 述 , 在 这 些 方程 中 , * 只 是 代表 W zjaim， 它 
不 再 是 常数 ,因为 4 不 再 是 常数 ， 特 别 是 在 第 六 个 方程 中 ,由 
第 一 个 方程 积分 得 到 的 4 项 ,应 和 其 他 两 项 有 同样 的 精度 , 即 
相对 于 天 中 出 现 的 小 量 量 级 相同 ， 所 以 ， 我 们 必须 对 给 出 半 
长 径 的 方程 进行 二 重 积分 ， 才 能 得 到 平 近 点 角 ， 这 是 一 个 重 
要 的 普遍 结果 。 在 天 体力 学 中 ,在 某 些 阶段 不 进行 二 重 积分 ， 
则 无 论 用 件 么 方法 都 不 可 能 解决 受 摄 轨 道 的 问题 。 在 某 些 特 
有 的 结果 中 ,特别 是 涉及 长 周期 项 或 数字 积分 的 结果 时 ,上 述 
结论 将 有 重 本 的 推论 ， 


33. 偏心 率 或 倾角 为 零 的 情况 


当 。 或 站 为 零 时 , 拉 格 朗 日 公式 先 效 ,因为 其 中 一 些 方 程 
的 分 母 出 现 。 或 i, 并 且 我 们 将 看 到 ,在 第 五 章 中 用 德 洛 勒 正 
则 方程 组 解 天 体力 学 问题 的 时 候 ， 对 于 小 和 小 * 由 会 导致 
不 合理 的 结果 ,这 是 由 于 选择 密切 根 数 作为 变量 的 纱 鼓 , 

4 小 偏心 率 

洽 察 偏心 率 很 小 的 稀 图 ， 受 到 了 大 小 与 偏心 率 同 数量 级 
的 摆动 , 并 设 报 动 引起 长 轴 44' 缩短 和 短 轴 3B' 伸 长 , 换 句 
话说 , 偏心 率 将 减 小 ， 密 切 林 画 将 连续 地 亚 形 直到 BB’ 变 成 
大 于 44， 通 过 一 0 信之 后 ,偏心 率 则 将 再 开始 增 大 ,但 同 
时 近 点 角 距 改变 了 90", 其 原点 也 有 如 此 刚烈 的 变化 ， 近 点 
角 也 芝 刘 癌 量 的 不 连续 性 的 影响 ， 因 此 ， 写 成 密切 根 数 的 变 
量 形式 的 解 也 是 不 连续 的 . 另 一 方面 , o 十 MM 则 保持 是 一 个 


+ 2 














连 扎 变量 ,其 原点 保持 男 定 或 连续 变化 ， 
六 此 ,我 们 可 以 寻找 其 他 当 。 通过 零 时 保持 连续 的 变量 ， 
这 些 变 量 是 : 
四 一 《sinro Om ecosw, 2 一口 十 对 。 (46) 
由 (45) 式 可 以 推出 这 种 定义 的 变量 的 摄 动 方程 ,这 些 式 
子 很 少 用 到 ,我 们 不 准备 号 出 ， 
了 .小 倾角 
如 果 摄 动 使 密切 轨道 平面 能 够 线 着 交点 轴 旋 转 并 转 过 参 
涯 平 面 ， 则 同上 述 小 伺 心 率 的 情况 有 些 类 做 . 当 交点 线 保 持 
不 变 , 恒 为 正佳 的 倾角 通过 零 值 时 , 两 个 交点 的 意义 交换 了 ， 
升 交 点 的 经 度 剧 玖 地 变化 180°， 
因此 , 近 点 角 了 距 的 原点 突然 变化 , 使 它 也 受到 180” 的 不 
连续 福 的 影响 . 
我 们 再 一 次 被 迫 采 用 类 似 于 等 仿 心率 的 方法 改变 变量 . 
通常 , 令 
p= tpising, 9 = Bicosd, = 0++o. {47) 


和 村 中 





第 四 章 摄 动 理论 


34. 引言 

”上 一 章 ， 我 们 已 经 给 出 了 密切 权 圆 根 数 或 与 之 密切 甘 联 
的 变量 ( 德 阁 纳 变 量 ) 的 微分 方程 组 ， 

但 是 ,这 些 方程 的 右 端 是 摄 动 函数 R 的 冰 数 ,而 摄 动 函数 

是 作为 运动 天 体 的 交角 坐标 的 函数 给 出 的 。 所 以 ， 我 们 跟 见 
一 种 令 人 天 烦 的 不 统一 性 ， 而 必须 把 方程 的 两 端 表 为 相间 变 
量 的 阔 数 ， 本 章 前 一 部 分 致力 于 把 RR 家 为 密切 根 数 的 枚 数 ， 
而 得 到 了 这 种 方程 的 形式 之 后 ,我 们 力求 找 出 解 的 形式 ,并 给 
出 一 种 建立 这 种 解 的 可 能 步 毕 .但 是 ,在 处 理 这 些 间 题 之 前 ， 
我 们 来 劳 察 一 些 将 会 是 特别 有 出 的 分 析 结 时， 


35, 傅 里 叶 级 数 


我 们 来 回顾 一 下 下 列 同 三 角 级 数 有 关 的 结果 : 设 Ho 
是 周期 为 2x 的 有 界 和 可 积 的 周期 函数 ， 而 且 对 于 任何 * 值 ， 
其 变 差 也 有 界 , f(x) 和 cosnx 或 sinnx Cx 为 整数 ) 的 莱 积 也 
是 可 积 的 ， 

如 果 . 
| ta, 


和 ro cus Pr 人， 
人 Ka sin pr ers C1) 


#454 


级 数 


Bo 十 >, {apcospx Bp sin px) C2 


p=1 
将 是 万 o 的 情 里 时 展开 式 ， 在 上 面 给 定 的 条 人 牟 下 , 约 当 定理 
证 阴 此 级 数 对 于 所 有 的 * 值 均 收 艇 ,其 和 为 
ftrt+0) + fr 1— 0) 
一 
特别 是 ,如 果 函 数 了 tw) 是 连续 的 , 则 无 论 慎 么 * 和 值 , 傅 绍 
叶 级 数 一 致 收效 ,其 和 为 所)。 




















36. 偏 近 点 角 的 博 里 吁 级 数 展 开 式 
我 们 已 经 知道 , 偏 近 点 角 吾 和 平 近 点 角 M 是 以 所 谓 克 普 
勒 方程 的 隐 式 方程 相 联系 的 : 
EC esinE = M., {3) 
5 第 二 章 《187 式 ] 


如 果 2 二 1， dE/dM 一 1A1 一 cos 五 ) 将 是 周期 沟 ?zx 
的 周 捧 湛 数 而 且 连 续 . 所 以 ,让 上 节 的 结果 ,可 汇展 成 一 致 
收 分 德里 叶 级 数 ， 因 此 ,让 我 们 展开 
E—M~— esinkE, 
应 用 (1) 式 
qo 二 二 人 -sa EdM, 


并 且 
dM 一 【] 一 ecos 忆 JIdE。 


取 EE 作 为 灰 量 ,积分 限 仍 然 不 谈 , 得 
do mm L | esin EdE 一 于 a sin Eeos EdE — 0. 
了 4 2 


同样 可 得 


= 53 " 


FE 
AF | 2 Sin EcospMadMd 
0 


下 


1 (+t™ 。 
工人 esinEcospMdM 一 0， 


Ei 


因为 这 是 奇 通 数 的 从 一 x 到 十 x 的 积分 .最 后 
bp 一 1 sin EsinpMaM 


2 
-| esinE(l ~— ecos E)sinp[lE — «sin EldE 
t 


分 部 积分 , 令 
dn — sinpMadM, 


—1 1 : 
n= copM = — -coplE— esink 
p op p pC 7， 
六 一 esinFE, dv ecos FadE, 
. 加 
x5p -一 [= 让 esin EcosptE 一 csinF)| 
0 
i 
+ | 三 cost 下 — esin Eyecos EdE. 
o 


上 式 完全 积 出 的 部 分 为 零 。 另 一 方面 ,应 用 公式 
cos acosb 一 二 LeosCa tH) + cosCa — 6)] 


得 
ay 一 辣 oos[(p + DE— pesinEldE 
十 cos{(p — DE— pesinEldg. 
引入 函数 


jr) 一 过 全 cos ht — x nint) da, 


CE 一 好 ) 的 博 里 时 级 数 展开 式 可 写成 


se 村 看 < 


C4) 


百 一 了 十 ee Y， Jo-ipe) ee sin pM. (5) 
p=1 


37. 白 赛 耳 函 阁 的 定义 


设 复 变 量 x 的 削 数 为 
Zr 


HE 
。 


其 中 ， 六 是 实数 ， 





ZZ 2 _ 
如 果 [zs[| = 0， 风 每 个 因子 均 可 展 成 关于 字 或 元 的 绝 
对 政策 级 数 , 得 


其 乘积 是 绝对 收 襄 双 重 级 数 ， 


2 DDD EY, (6) 











俐 二 眉 好 三 但 m1! 2 

重新 组 合 = 同 阶 (or -= 一 如 的 项 ,于 写成 

z — JC), (7) 
上 一 一 吕 
其 中 
_，_ rx*Y 1 x 1 
1) = 1 (3) (C117 + 人 C21) 
< 1D” 4 ,.. 

十 (二 ) 和 (8) 


Cs] 一 (二 L 一 (=) Te 站 + 


XY” {—1)” .| C9) 
二 全) ET 
。 57 。 





Ace 称 为 天 阶 白 塞 耳 函数 ,可 由 展 式 8) 和 (92 算出. 
令 


, 1 ， _ 
yr ey gO 


— 2isini;, 
5 ， 


由 此 
Zo en Dy hr) eh, 
这 只 不 过 是 表 为 起 指数 形式 的 二 里 时 级 数 。 计 算 积分 
Fee ~ > ae) 人 ea (10) 
现在 则 是 


2 2 6 4 0; 
| eg 一 | {cosht + isin iiYdr 一 | ， 和 村 
0 o 


2r， 如 宁 和 一 上 0， 

《10) 式 石 端 只 有 一 的 一 项 不 等 于 零 , 故 得 

2m ze] 一 | e'sinfe Titige — 同 a sinig 
一 | cos Ch — x sin td 
一 i sin (Rt — x sin ta 
由 于 第 二 个 积分 为 零 (周期 为 2x 的 奇 函 数 ), 故 得 
Jetw) 一 过 人 cos ChE — x sin2) dr, {11) 

上 式 同 表达 式 (4) 恒 同 。 级 数 (5) 中 引入 的 系数 是 依赖 
于 刚刚 定义 的 白 塞 耳 函 数 的 表达 式 ， 可 由 (8) 式 或 人 9) 式 算 
出 . 





38. 白宫 耳 函 数 的 一 些 性 质 


(a) 由 《9 式 易 证 
ji) = CY) 


" SB » 


天 儿 一 z = JAD)。 








如 果 * 是 小 量 , 则 Jitx) 与 x* 同 数量 级 ,其 主 项 为 


1 
rr2)t, 
E! Cx) ) 


Cb) 我们 有 
Hh) _ 3 J as, 
对 x 求 导数 ,得 


二 (1 十 二 ) 2 aC 2" 一 之 SE 


上 式 黄 边 se 的 系数 相等 ,得 
Je) 一 去 [JiCsy + PaCe)]。 
(c) 但 是 ,如 果 对 * 求 导数 , 则 得 


4m 十 2 
加 (z 一 +) 之 fCE) FT 一 > a gt 


两 问 关 于 s* 的 项 相等 给 出 


2) 一 到 [rilx) 一 erCe)]， 


《di 届 对 * 求 导数 一 次 ,得 
ira) 1 | te | 
A 2 dx x 





一 于 Lesley) -一 27Ce + Fe) 
应 用 C12) 式 和 (30 式 ， 得 


CC 1 HD 4 (1 EC) Jo 一 0. 
三 





dx 3 dx 
这 成 是 解 为 忒 阶 白 骞 耳 前 数 的 微分 方程 . 
Ce) 考察 下 列 丙 个 级 数 


C12) 


(13) 


C14) 


和 





eH oJ) + BD Ts + DD 1) 4+, 


eH) + Da tt DL st, 
两 式 逐 项 宰 莱 ,得 
1 = JiCx) + 2Ji(%x) + 2J34) + 
这 样 ,我 们 已 经 得 出 下 列 重要 的 不 等 式 : 
I 1 71 < -二 
39. cos jE 和 sin jE 的 展开 式 
利用 (12) 式 ， 我 们 可 用 下 列 的 简单 形式 写 出 第 36 节 中 
实例 的 结 黑 : 


E = M+ DAP) anph， (15) 
p=1 

进行 与 此 实例 中 介绍 的 类 似 计 算 ， 可 把 cosjE 和 sin jE 
展 成 同样 的 形式 ， 因 此 ,如 时 我 们 令 


cosj — a + SacospM 二 人) pesin pif , 
FPF=1 f= 1 
dM = (1 一 ecos FadF, 
a 1 3 _ 1 2 ， 
A oe cosjEdM 一 一 | cosjE(tl — ecosF)AdE, 
2 1 FJ0 
由 此 得 出 
0 一 一 二 ，agzD 一 0， 
i ] fi . 
A 一 一 | costE cos pM dM 
a 


x 了 
_- 工 | cosj 瑟 下 SinPad2 gg. 
pr dM 


0 


- ED » 


分 部 积分 ,有 : . 
pre 名 ~ [ sin jE sin pM ]?" 一 | PM a 
0 


一 + 让 sin jE sin p(B — esin EF)dE 
一 工 | cos[{p — NE— persin FldE 

_ 二 让 cos[Cp FE — pesinEldE, 

a 一 玫 [7 区 pe 一 oriCpe)l, 
由 于 被 积 的 是 奇 周期 函数 ,可 证 好 一 0， 故 得 
cosjE 一 上 EY "| 
0 (i 1) 
十 >》， 才 [spe) 一 了 Hpe]cospM， 《167 
p=1 

同样 可 得 


sin jE — > [Je-iCped 十 Jeritpe)]sinpM . C17) 


让 二 1 
40. 二 体 癌 题 的 其 他 函数 的 囊 达 式 


以 上 述 展开 式 出 发 ， 可 以 得 到 二 体 问 题 中 出 现 的 其 他 量 
的 展开 式 ， 我 们 来 考察 几 个 合子 ， 

(a) r/a=1 ecosE, 

(16) 式 给 出 cos 8 的 展开 式 , 由 此 ; 同 (13) 式 一 起 ,得 


了 ce < 2e djo(pe) 
一 一 上 一 肥 . 18 
a + 2 它 Pr de sosp C18) 





Cb) 【二 ) 一 (一 ceos E》* 可 写成 .ajoosjE 的 形 


Ciel 


» él 。 


式 , mm 是 = 的 衣 数 . 
可 以 再 利用 (16) 式 ， 鲍 如 ， 


3 
(=) ~ {1— ecosBi oi— JecosB+ 3ecos’B 


A 


2 了 
一 acos 区 一 1 + (3e + 2) cosE 
2 + 








3e: e: 
十 cos 2 五 — — cos3EF. 
2 4 
利用 (16) 式 , 得 
(5)— 1 十 3 十 32 
全 8 
十 >) = CoCpe) 一 Lntpe)) 
P=1 4p 
十 《7 ape) 一 Jeyalpe)) 
3e3 
一 3e Co xpe) — Jorkpe)) | cospM， (19) 
4p 
a 1 AF 
《9 多 {《] — evosE) a 
—1+ 221(pe) cospM, (20) 
由 二 下 
(qd) 从 椭圆 方程 
nl 一 全 
〗 十 ecosv 
得 
Sos 一 一 1 十 le x 
€ 和 Fr 


= 一” 十 六 2 一 号 由 二 全 pe cosp™M. {21) 


二 1 


站 相当 所 


另 一 方面 ,由 二 一 《1 一 c/(1 二 ceosv) 求 导数 得 


EA ker Co br 
于 是 ,从 面积 定律 


"Ei 





四 工 ) 一 _csinz 
dM V1 一 2 


sin# 一 vie 二 人 7 (=) 
一 AT 一 上 2 > 2 Alptpe) < sin pd. (22) 
de 


Co 祖国 上 的 点 得 对 于 长 对 和 通过 全 点 的 至 二 杰 的 简化 
坐标 (参看 第 二 章 (11) 式 ) 为 
Xreot— glecosEF — 2) 
0 |- + 立志 (Cpc Ja (Cac)cospM |， 
- p=1 
(23) 

















y 一 rsiny 一 sawW1 一 eh 
vie [2 Lpe) tien pe sin pM|. (24) 
ff 基于 = 和 ?7 运动 微分 方程 为 








dx 
dz’ ri dr 了 3 
因此 
x*__l1 dr Ke) = 1 (es) 
六 站 站 
前 面 的 方程 对 对 求 导 数 两 次 ,得 


a 





去 一 三 > pljentpe? 一 jr_ipe) J eos ph, C25) 
P=1 


二 一 二 一品 Dpljrn(pe dt J (pe) lsin pH C26) 
全 p=t 


这 样 ,直接 地 或 联合 应 用 上 述 展开 式 , 进行 级 数 运算 , 可 
得 二 体 间 题 中 大 部 分 净 数 的 健 里 叶 展 开 式 . 

















41. 玉 和 vw 之 间 的 关系 式 
我 们 已 知 关系 式 
E 1 一 e 4 四 
2 二 mg 和 ， [第 二 章 (13) 式 ] 











现在 令 
l—e EF vy 
p 1 一 一 ,得 8 pg {27) 
应 用 脂 指 数 ; 土 式 可 写成 
eB 一 1] _ Er —1] 
ce 十 1 etl 
或 写成 


一 (1 十 站 -人 一 1 
—er(p—1)+ (pt1) 





[i 





进一步 令 9 一 外 二 如 | 从 G7) 式 有 4 一 二 二] 
得 
ei er 1 十 9e 
i+ qe'” 
两 边 取 对 数 , 得 


iE iv+ ln(l + qe) — ntl + qe). 
2 和 偏心 率 同 数量 级 ， 如 果 g 是 小 量 ， 则 可 抬 这 两 个 对 
数 函 数 展 成 级 数 , 除 以 # 后 ,得 


号 桓 玫 语 


< 








E~s+2(4 二 一 人 
下 





2 2 
2 ei \ 
—]1)” + 
十 【一 1)" 他 亏 )» 
二 
Er— 2gsing 本 .…， 
十 《一 D7* 2 sin fy 十 ， (28) 


工交 4 2 正成 一 9， 得 
了 
vy + 2gsinB + Ssin2E + .- 


十 28 sin nF 十 ， 29 
和 


42. 达 朗 贝尔 性 质 


在 大 部 分 天 体力 学 的 家 用 中 ， 必 须 堵 碟 到 仿 心 率 是 小 量 
《实际 二， 坟 限 系 里 大 客 数 天 体 就 是 这 种 情况 )， 在 策 心 率 小 
的 条 件 下 ， 利 用 第 38 他 的 性 质 (a) , 可 以 给 出 上 上述 级 数 的 定 
性 理解 ， 现 在 俱 定 我 们 希望 找 出 传 蛙 时 级 数 中 的 主要 项 并 了 
解 其 他 项 的 作用 ， 

在 cosjE 和 sinjF 的 级 数 (15) 式 和 (17) 式 中 , 最 主要 
的 项 是 含有 (pey 的 项 ; 当 p 一 1 一 0 即 pp 二 j 时 出 现 这 种 
项 . 

主要 项 为 = 的 零 阶 ,是 展开 式 中 含有 cosjM 或 sinjM 的 
项 , “ 相 邻 ”项 [Ci 一 7M 吉 (i 十 1)M 的 项 ] 包含 jze) 和 
J_itpe)， 因此 ,为 # 的 一 阶 ， 同 祥 , 在 "距离 ”为 # 的 Qj 一 nj 
和 和 富 十 ww)MM 顶 ;为 6 的 # 阶 . 

最 后 ， 我 们 知道 ，cos pM 的 项 包含 Jp-; 和 jorj。 其 中 ， 





十 j 和 一 j 总 是 具有 相同 的 奇偶 性 ， 因此 ，cospay 的 项 
将 为 侦 阶 (或 闸 阶 ) 项 攀 成 ， 而 两 个 相 地 的 项 则 具有 相反 的 奇 
偶 性 ， 

从 第 40 节 中 的 (b) 也 可 见 , Cr/a3t 具有 类 似 的 性 质 ,其 
零 阶 项 是 常数 项 、 因此 ， (r/cosjE 和 (r+/a)tsin jE 的 展 
开 式 具有 和 cosj 或 sin jE 相同 的 主 项 , 并 保持 关于 相 邻 项 
阶 数 的 性 质 . 

进一步 可 以 证 明 ， 上 述 结果 也 适用 于 Cr/e)" 生 虽然 计 
算是 比较 复杂 的 。 最 后 , (28) 式 和 (237 你 给 出 的 五 和 > 之 
间 的 关系 式 潢 足 同 样 的 作 质 , 带 有 一 个 + 的 零 阶 项 ，g" 的 展 
开 式 或 者 是 < 的 侦 阶 或 者 是 奇 阶 , 由 此 可 以 推出 ,形式 


(2 sn 加 或 人) cos jy 
的 展开 式 与 ;5 类 似 的 表达 式 的 展开 式 具 有 同 祥 的 性 质 ， 
景 后 ,介绍 下 列 所 谓 达 朗 内 尔 性 质 ， 我 们 可 以 输 验 这 种 


性 质 ， 例 如 ,在 第 40 节 的 级 数 上 进行 检验 ， 
达 朗 贝尔 性 质 是 : 形式 为 


FY rt rt 。 
工 ) sin yr, 工 ) Cogsjz > | 一 sinm7 王 。 
3 
rt ， FP tt ， 六 人士 
人 1) cos1E 3 (5) Wy 三 ) ¥， 
a 三 


的 表达 式 可 以 表 为 健 里 叶 级 数 ， 其 系数 是 关于 。 的 奇 阶 或 偶 
阶级 数 ，cos pM 或 sin pM 的 系数 是 < 的 1p 一 着 有 阶 . 

利用 这 个 性 质 我 们 可 以 说 ,如 果 级 数 的 基 一 项 是 零 阶 , 则 
相 邻 项 是 一 阶 , 再 相 邻 的 项 是 二 阶 等 ， 如 果 偏 心率 * 是 小 量 。 
则 可 以 只 保留 中 心 项 两 边 的 某 些 项 并 考虑 把 其 他 的 项 略 去 .. 
国 此 ,在 2 的 展开 式 (25) 中 ,如果 可 网 略 去 o 项, 则 只 要 
保留 主 项 《cosM 的 项 ,因为 这 里 j 一 1) 后 面 的 三 项 就 够 了 。 


= 





二 


一 此， 我 们 将 保留 cos ht, cos 2M, cos 4M 和 cos 4af 的 项 以 
及 常数 项 . 


43. 关于 e 的 有 限 器 的 展开 式 


机 于 系数 中 存在 白 塞 耳 函 数 ， 第 39 节 和 第 40 节 的 展开 
式 比 较 难 用 。 但是， 正如 可 以 忽略 傅 尼 时 级 数 中 系数 为 “的 
高 阶 的 项 一 样 ， 我 们 也 可 拒 白 塞 耳 函 数 展 成 。 的 级 数 ((93) 
式 ), 并 只 限于 取 到 我 们 认为 可 忽略 的 项 ， 这 是 通 常 了 采用 的 方 
法 . 

例如 ， 如 果 我 们 略 去 e's 则 第 40 节 和 第 41 节 中 的 一 些 
级 数 变 成 : 


了 
t+ 人 + (e+ ) osm 
2 8 


[9 





er 3 ， 
一 一 eos2M 一 言 eleos 3 ， C36) 


之 
a 可 2 
二 ~] 十 “一 cosaz 十 ei:cos2M 
” 





十 中 ceacos 317 ， (31) 
| 
t+ 一 3 十 3 jcosM 十 (= 一 三 cos 2M 
2 8 .2 EE 
3 2 es 
eos3M+ 3 "04M, (32) 


v—(! 一 三 ojsnM 二 (二 一 志 ejsia 2M 
8 2 12 
3  。 ea 。 
Te sin AA t+ sn4M, (C33) 
ei 四 
互 一 M 十 ( 一 二)snM + sn 2M 


ss 67 = 





二 esin 3 了 37 C34} 
二 ain 三 全 sin 
纪 一 AT 十 (2- 二 】 in My ot 了 2 了 
十 esin3if， 《337 
最 后 的 级 数 是 由 级 数 (34) 代入 (29) 而 得 . 


4 和 4. 按照 。 的 事 次 展开 的 级 数 的 收效 性 


我 们 已 经 知道 ,对 于 。 所 1 的 任何 值 ,第 40 节 的 级 数 都 
是 绝对 收 化 的 ， 但 是 ， 当 作为 关于 。 积 吧 的 双重 级 数 考虑 
时 ， 它 们 就 不 是 绝对 收 碟 的 : 级 数 项 的 次 序 变化 可 以 改变 政 
化 半 和 经， 如果 = 奸 小 量 , 则 收 伍 性 仍然 保 竺 . 

例如 可 以 证 明 ,作为 对 的 调 数 ,的 表达 式 (34) 写成 展 
开 式 

E= M+ sinM + Edin2M 


Te (— Linn 十 到 sin 3M) 十 .。 C36) 


后 ,只 是 对 于 。< 0.6627:…. 才 收 冲 . 

岗 拌 的 限制 对 于 其 他 级 数 也 适用 。 

必须 注意 到 近似 到 。 的 某 次 寡 的 有 限 表 达 式 (30) 至 
{35)， 实 际 上 只 是 关于 篇 心率 开 罕 的 级 数 的 最 前 面 几 项 。 因 
此 ， 上 上述 的 改 合 性 的 限制 条 件 是 实际 工作 中 使 用 的 堆 断 表达 
式 有 效 性 的 实际 限制 . 

除了 少数 例外 {车 星 , 其 些小 行星 、 木 卫 8), 太阳 系 天 体 
的 瞬时 偏心 率 从 来 没有 达 汉 过 这 个 纪 度 ,在 太 多 数 的 情况 
下 ， 即 使 不 小 于 0.1, 也 小 于 0.22、 因 此 ;只 楼 保留 足够 多 的 
项 ,使 略 去 的 项 实际 上 可 雇 忽 咯 , 旭 应 必 近 似 表 达 式 将 是 合理 


CE 





的 。 在 选 泽 所 限定 的 。 圭 灾 的 保留 项 时 ， 将 利用 这 斋 贝 尔 性 
质 . 


45. 摄 动 函 数 的 表达 式 ( 月 球 同 情况 ) 


现在 ， 我 们 要 把 操 动 画 数 完全 表 为 密切 根 数 的 图 数落 
察 三 体 问题 (其 中 第 三 体 的 质量 可 忽略 ?的 摄 动画 数 R。 接 照 
R 的 定义 (第 29 节 ) 和 ,的 表达 式 (第 18 节 ), 得 
一 1 xr 二 yy 十 wy 
R= km (2 * 小 (37) 


+ 
rr’ 


其 中 #8 《的 二 六 十 地 一 x) 基 在 顶 图 上 运动 
的 气动 体 的 坐标 ，A 是 摄 动 体 离 开 所 研究 的 天 体 【其 坐标 为 
xy yy tr] 的 距离 ， 
我 们 有 
一 一 二 一 一 
一 和 一 208x 十 3 十 2 十 六 
例如 ， 如 时 我 们 假设 ”” 净 >《 这 是 月 球 受 太 阳 摄 动 的 情 
况 ); 则 有 
Ll [: -2Crx' + yy 十 gz 二 王 | 加 线 
A r 2 rr 
把 主 天 体 到 其 他 两 个 天 体 的 联 线 之 六 的 夹 角 称 为 了 5， 有 
xx# 十 Yy 十 sz 
rer 





cos5 一 


由 此 
1 工 一 2 og8 十 2 38) 
A fr f + 
因为 r 上 ”是 小 量 , 记 以 方 揪 张 部 分 可 展 成 +/r ”的 军 级 
数 。 例如 ,利用 二 项 式 公式 | 
5 


3 
1— -一 1 十 三 十 过 本 于 过 上 十 
全 一 2 8 16 


» 看 De 


得 


Fj 
二 一 二 1 十 二 cos5 士 右 ( 一 二 十 三 coss| 
A + r2\ 2 2 


了 5 3 轩 5 加 
十 PE {(- 3 十 序 coss) 二 … | 
可 把 上 式 代入 的 表达 式 中 ,但 是 ,注意 到 运动 方程 内 是 
依 雹 于 卫 戏 所 研究 的 天 体 的 要 数 的 偏 导数 ,因此 ,我 们 可 以 忽 
略 尺 中 任 柯 只 依赖 于 摄 动 天 体 的 根 数 的 附加 项 ， 例 如 1/ 
也 可 看 出 的 第 二 项 和 大 的 第 三 项 相抵 消 。 因 此 ， 对 
于 刃 保留 下 式 就 可 以 了 ; 


2 
R= tam | (-— . 十 了 cos5 
r+” Lr 2 2 2 











3 3 5 3 
十 面 (一 coss 十 全 coss) 十 | 《397 
备注 : 
从 [38) 式 方 括 又 部 分 的 展开 式 所 得 色 的 括 在 加 插 托 里 的 
量 称 为 勒 计 德 多 项 式 : 
Ptx) = 1, Px) = x, 


P(x) 一 G3 一 ED P(x) = ER — 3x)3 


Pw) 一 二 《3524 一 30r: 十 3 


可 证 





* 0 二 





46. 化 成 情 虽 运动 的 变量 


我们 继 处 研究 受 太阳 报 动 的 卫星 的 运动 情况 .RR 由 (39) 
式 给 出 。 为 了 简化 计算 ,只 给 二 上 面 显 式 中 的 第 一 项 , 即 


二 m2 1 3 ) 
可 + 十 os 5 | 407 
3 ( 2 2 ‘ 


令 S 和 工分 别 代表 太阳 和 卫星 的 地 心 方向 ; 令 和 N 代 表 卫 
ee 7 和 3 号 ， 中 和 vv 分别 代 表 卫 是 的 天 交 
经 度 , 近 地 点 角 距 和 真 近 点 角 ; 0', ww 和 v' 代表 太阳 相应 
的 训 上 而 经 度 的 起 算 点 是 7. 
F800 二 vv, NL ~ w+v, YN 0, 








令 
$0 二 wiv B= + 
由 此 
~ ~ , 
NL=$— 0, SN=$'— 0, 





图 7 
在 球面 三 佣 形 SNI 中 ,有 下 列 美 系 式 ; 


Es 


coss = cos{@ — QO) caos tp' — 0) 
十 sin{ 史 一 0) sin Ch’ — OQ) eosi, 
用 cos (5) 一 in’ (2) 代替 cosz 并 用 (cor 本 十 


sm 二 乘 右 端 的 第 一 项 ,得 
cos 呈 一 cos cos 一 由 
十 sin* 了 cosf 中 十 中 一 29)。 


由 此 得 
Ri kr = 13 cost 二 cos(y 一 外 
rT 2 2 2 


+ 3cos’ 二 sin’ 三 cos (由 一 由 cosf 丰 十 出 一 20) 
十 了 sin 1 econ(y 十 时 一 29)| 。 


依照 下 列 关 系 式 : 
生 一 由 一 吕 十 四 十 3 一 上 一刀 3 
上 二 让 一 20 一 w 二 ws+v 一 二, 
hm 一 Ang, 
化 回 到 真 近 点 藤 和 其 他 极 数 , 则 可 看 出 有 可 能 把 有 RK, 《实际 上 
是 玉 ) 表 为 钉 贺 根 数 的 函数 


ya ， 
Ri 一 n'a CS) 全) |- 工 十 于 os 二 
? 下 2 4 2 


十 广 Cos 方 cos2(o— mv—e + 0) 


EA 





十 于 sin [cos (20 十 2p)》 十 cosf2m 十 2 一 28)j 


* T+ 





十 3 nt 十 3 sin4 - cos2Ko + 0 + oto — 0 .CD) 
4 2 4 2 





47, 摄 动 兄 数 的 展开 


用 分 离 * 和 w 的 方法 ,可 以 进一步 对 (41) 型 的 表达 式 进 
行 变换 。 一 种 简单 但 义 艰 区 的 计算 证 明 ， 方程 右 癌 也 可 写成 
下 列 形 式 的 项 之 和 . 


ol (SY) (EER os 0's 0). (42) 


其 中 ， Cx) 和 (x) 是 下 列国 数 当中 的 一 种: sin 2zycos2x 
或 1, 而 所 是 比较 复杂 的 三 角 函 数 ， 
《42) 式 中 下 列 各 项 


a 3 a 3 0 ; a ， 1 
全 (ea 全 as 
者 是 了 时间 的 已 知 函数 ， 并 可 应 用 第 和 节 所 介绍 的 形式 的 公 


式 , 以 太阳 的 篇 心率 oe’ 和平 近 点 衣 对 表示 . 

男 一 方面 , (42) 滤 中 的 其 他 项 ; 即 

(一 ) (£) cos2e 和 (TS) sn 2 

以 傅 里 叶 级 数 的 形式 表 为 卫星 的 平 近 点 节 M《 僵 里 时 级 数 的 
系数 只 依赖 于 相应 的 篇 心率 )，、 把 这 些 表达 式 代 人 ,我 们 可 以 
求 由 以 表 示 为 时 间 ( 通 过 MD 和 卫 旺 的 六 个 密切 根 数 4a, ev 
日 ; w 以 及 M 的 图 数 . 

这 些 表达 式 的 收 钙 和 铺 况 和 上 面 几 节 的 表达 式 一 样 (大 四 
第 4 节 以 后 各 节 》。 

在 小 偏心 率 « 和 的 情况 下 《这 是 太阳 系 的 普遍 情况 )， 
所 得 到 的 级 数 为 收 藤 ， 我 们 可 以 覆 去 高 于 “和 e 某 一 诊 【 阶 
数 根 据 志 需 的 精 认 而 定 》 的 所 有 项 . 





» 73 % 


在 摄 动 体 沿 着 头 圆 轨道 围 线 主 天 体 " 运 动 的 情况 下 , 摄 动 
玖 数 R, 或 整个 及 可 设 为 下 列 形式 : 

R= ESA,(as esiya teosChM + MM 

十 pp + LQ + lyw'), C3) 

其 中 ， 为 过 或 正 . 负 整数， 

重新 组 合 关 于 计 和 对 的 项 ， 其 系数 依赖 于 mm， o 和 了， 
得 逢 的 最 后 表达 式 不 出 现 正 驴 项 ， 为 了 证 实 这 个 性 质 ， 我 们 
注意 到 ,{(43) 式 中 奇 级 数 只 与 正弦 项 组 合 在 一 起 ,而 蛋 级 数 只 
与 余弦 项 组 合 ， 这 依 颊 于 上 面 推导 的 正弦 和 余弦 葬 积 的 公式 
的 效力 . 

此 外 ， 显 然 在 此 方法 中 系数 4 是 a，< 和 的 明 数 ， 但 
是 ,每 当 我 们 和 需要 的 时 候 , 也 不 难 表示 为 其 他 的 密切 变量 ， 如 
是 根据 下 式 变换 变量 
L=Vna,s GE— Vaall ee), H~ Vpall— ee) cosi, 
我 们 可 把 4 表示 为 德 党 纳 变 量 开 , 和 及 的 归 数 . 





48. 按 一 个 小 参数 的 展开 
用 密切 谈 量 表示 的 摄 动 函数 的 进一步 值得 注意 的 性 质 
是 ， 我 们 可 将 其 展 成 关于 一 个 小 参数 的 快速 收 敏 级 数 【参看 
《39) 式 ]， 于 是 , 令 上 和 上 等 于 接近 于 + 和 ”平均 值 的 常数 ， 
并 令 二 一 8, 其 中 8 是 小 量 , 对 于 月 球 约 为 1/400, 则 可 把 R 
写成 
名 [sf Ye AY 
Ri | (0) (SS)( 十 本 cos3) 十 (5) 加 
3 5 
* [一 Fs + oons)+ …| 
1) 英 译 本 为 * 有 党 摄 天 体 ”; 有 有 误 ; 这 里 按 半 文泰 译 出 ， 一 一 译 者 注 
+ 


其 中 o'r"' 和 ra 接近 于 1 。 于是, 尺 被 展 成 关于 小 参数 e 
的 杖 速 收 化 级 数 ， 

在 行 毕 胎动 的 情况 下 ， + 和 +" 具有 福 同 的 数量 级 , 摄 动画 
数 依 后 于 行星 的 质量 。 同 太 昌 的 半 量 租 比 ,行星 的 质量 是 很 
小 的 量 ( 参 老 第 七 章 }。 在 第 太 章 我 们 将 看 到 ， 行 星 的 非 球形 
撤 动 也 可 震 成 用 小 参数 表示 的 快速 收 伍 级 数 ， 

显然 , 同 微 分 式 一 祥 ,振动 方程 的 解 也 将 依赖 王 一 个 或 几 
个 小 参数 通常， 实际 工作 总 是 用 同样 的 小 参数 进行 解 的 展 
开 , 并 陪 去 超过 一 定 阶 数 的 项 .但 是 , 邦 加 雷 (Poincare) 第 一 
次 证 明了 这 种 方法 实际 上 是 合理 的 。 现在， 我 们 来 叙述 邦 加 
雷 的 结果 ,但 不 进行 推导 ， 





和 .存在 性 定理 * 


哥 西 《Cauchy) 已 经 证 明 写成 下 列 简化 形式 的 微分 方程 
组 的 解析 解 2 的 存在 轩 :; 
Ax 


dy 
一 一 二 一 :1 一 -一 一 二 一 下 . 
at Pr > 7) As pr, ys 7) 


如 时 对 于 x| 过 RR， |y| 之 R 和 + 守 + 和 由 是 对 半 
和 各》 有 界 , 对 z 连续 的 解析 函数 , 则 可 找到 方程 组 的 解 xC2) 
和 5， 对 于 1 中 过 碳 过 ”也 是 解析 的 . 

至于 微分 方程 组 


= pr ys Bs 2), ~ gles ys st). 


其 中 ,。 是 接近 于 零 的 可 变 参 数 ， 郑 加 起 定 理 ( 慎 西 定理 的 推 
广 形 式 ) 骨 是 , 加 和 中 (对 :连续 和 对 x;y 解析 2) 对 于 8 也 是 





* 桥 蚁 为 ”证明 的 定理 ”有 误 ; 这 里 按 法 文 源 版 译 出 . 译 者 注 
1) 当 一 个 子 数 在 多 定 区 域 可 展 成 茶 上 坚 变 最 的 委 级 数 时 ， 则 称 此 殉 数 为 这 些 
变 午 的 解析 诬 装 ， 


» FF 





解析 的 . 
考察 革 一 个 解 
(ts 有) yli, 6). 
当日 一 0 时， 代为 wt2) 和 yotr9， 可 把 此 解 展 成 关于 5 整 
办 的 级 数 . 
x{fy 8 = zoli) + emt) Terat) + ~ , (C44) 
ys EB) = Pot) 十 Bf + Ey) 十 
在 上 述 假 设 前 提成 立 的 区 域内 , 当 5 二 & 千 9 有时, 不管: 值 
如 何 , 这 些 级 数 都 收 伍 。 
外 此 得 出 的 结论 是 ， 鉴 于 上 上 面 的 解 满足 解析 性 条 件 ， 固 
此 用 于 天 体力 学 中 的 那些 依 下 于 一 个 或 几 个 小 参数 的 微分 方 
程 , 其 解 可 以 按照 这 些小 参数 展开 . 
特别 在 直角 坐标 系统 中 。 由 于 撮 动 王 数 及 其 半数 与 微分 
方程 的 右 端 比较 可 以 认为 是 小 量 ， 因 趟 其 通 解 可 展 成 形 示 妨 
的 小 量 的 级 数 。 而且， 如 果 丸 一 0， 就 化 成 没有 振动 力 的 情 
癌 的 解 , 芭 二 体 问 题 的 解 


50. 用 密切 很 数 表示 的 方程 形式 


无 论 是 德 浴 纳 访 量 表示 的 《45》 型 ， 或 构 圆 根 数 表 示 的 

(41) 蛮 ,部 可 把 方程 写成 (a) 和 (b) 两 组 ; 
(a) 关于 度量 变量 a, co? 或 工 , 如 召 《 通 常 以 La 发 

示 ) 的 方程 ， 这 些 方 程 的 右 端 世 含 尽 对 基 变 量 的 食 导 数 (结合 

在 尺 的 余 纺 项 中 ) 如 第 47 节 的 变换 [ 浪 程 《43 六 。 可 拒 这 些 

方程 写成 普 般 形式 : 
下 

其 中 ,B; 依赖 于 度 重 变量 Lis Ci 是 整数 ， 而 {i 是 角 变 量 或 

时 间 的 线性 隔 数 (例如 ,如果 R 依 正 于 其 他 天 体 的 位 置 ， 而 这 


.I 


一 EBL sin (Boil)). C45) 


些 志 体 的 位 置 表 为 平 近 点 角 的 函数 )， Bi 项 包含 表示 了 的 小 
参数 &， 

《b) 关于 角 变 量 1，g, 4 或 M, wm, 9 (通常 以 表示 ) 的 
方程 ， 这 些 方程 的 右 端 在 余弦 项 的 系数 中 包含 RR 对 度 鞭 变量 
的 偏 导 数 ， 而 且 其 中 茶 些 方 程 包含 只 依赖 于 度 明 变量 而 没有 
小 参数 作为 因子 的 项 。 在 拉 格 朗 日 方程 4M/4ds 中 ,这 个 项 是 
= 一 Var， 而 在 德 洛 纲 变 量 方程 d1/dr 中 , 则 为 放 Ce/ 
27) 一 一 J/ 这 是 从 由 一 妨 十 焉 /2 的 第 二 项 推 得 
的 ， 








可 以 把 这 些 方 程 写成 比较 普遍 的 形式 : 
= a Lr) 十 Eb LE) CDOS CBEoili). (46) 


其 中 ， Hi 和 bi; 依 镍 干 度 晤 变量 Las try 和 的 意义 同上 . 
ai 项 可 能 是 小 量 (s 量 级 )， 也 可 能 是 有 限 秆 , 而 所 有 的 号 
项 都 包含 小 参数 6 作为 因子 . 


51. 解 的 方法 


这 里 将 要 介绍 的 方法 ,不 是 最 简单 的 ,但 揭示 出 解 的 显著 
特征 ， 

根据 邦 加 雷 定 理 , 如 果 中 是 5 的 玉 数 ( 设 纤 是 小 量 ) 则 解 
的 形式 为 《44) 式 , 可 写成 

Li Ltelnt+ert,t-, 
= + el + el t+.. 

如 上 所 述 ，Fs 和 六 代表 二 体 问题 的 解 ,它们 是 常数 或 
是 时 间 的 函数 (对 于 了 工 和 MD). 

把 这 些 表 达 式 代入 (45) 和 (46) 式 , 得 


C47) 





ss TT» 


= FfgBin(Le) 十 EBC LA) + sin CEowl)), 





dl di,, dt; 
Be te te 天 十 - 
一 4 开机 + SebatLe) 十 Eb Ln it :+ ] cos (Eel;). 
{48) 
然后 , 令 这 些 方程 两 边关 于 同 阶 的 项 相等 ， 
(a 与 8 无关 的 项 
dLi, A 
"0; -= ef。 


这 表 朋 Li 是 常数 ,而 i;， 是 寻 间 的 线性 函数 
i = a Lia) — 10) = wi — to) 
《hbh》 直接 把 Li 代入 Bn 和 aa 和 把 世代 人 二 可 








得 8 项 *: 
dL 
A = 了 万 :CD sin 《ai 有 
dl BusC Li,) 
dr > OL 元 十 Bank Ly cost zip。 
度量 变量 的 方程 给 出 - 
EBaCLia) co (C49) 
让 四 To 





zi 项 已 经 人 定 。 我们 不 需要 考虑 工 h 的 积分 常 娄 ， 因 
为 在 确定 5 无关 的 项 的 时 借 ， 已 引入 在 L;,。 之 中 .。 现在， 


我 们 可 以 把 (49) 式 代 人 元 方程 的 右 端 ;所 得 到 的 级 数 的 
形式 为 








一 Bi 十 Bhi Le) eos (Eol,)s 


*# 茵 女 版 有 识 ; 沪 甲 按 兴 文 版 订正 ， 一 译 者 注 


s IB" 





逐 项 积分 得 


Sb CE 0) sin CEasbi,) (50Y 


di QC¥ 一 0) 十 Ton 
， ji 
我 们 看 到 ， 遂 常 所 有 前 变量 部 包含 (但 度量 变量 不 包含 ) 
长 期 项 ， 其 中 以 线性 函数 形式 出 现 的 时 间 :是 在 三 角 函 数 的 
外 面 ， 
《ce) 我 们 可 以 再 一 次 把 这 祥 得 到 的 整个 解 代 人 《49) 式 的 
右 端 ， 并 使 两 边 * 的 项 相等 ， 现 在 计算 变 得 比较 复杂 ， 让 
dLi, 
我 们 从 ”着手 ,有 
aL di ， aLi, 
a -FE Te 二 吕 FE 
= EleEB,, CL 十 EL 型 到 ?及 和 (CL)] sir [ Ze Ch 十 el: 3] 
BBi, -| 
号 己 [eB tL) 十 部 BEr Lu 十 ezBmCLa) | 
x [sin (Fo,L,) cos {Foeli,) 十 cos (Zo ) sin CEogl;,)], 
我 们 招 i 展 成 ji 十 sb,， 其 中 第 一 项 是 ii 的 长 期 项 ， 
而 六 糙 周 期 部 分 并 含有 因 于 ， 现 在 从 令 两 端 e? 项 相等 ， 
得 


下 





cos Zi 有 一 主 : 《 赂 去 高 于 & 的 项 ) 
sin Boel) 二 ojet，， 《上 略 去 高 于 si 的 项 》 


dls , 
了 一 BB (CLs) ead CDS (Ea) 


| 
BB;, 
-上 卫 (ae Ln 十 BC Le))| sin (Zo;). 
其 中 
i, = EB Li) Hn C2Zeli) 
和 


. FO 








i; 二 多 Rr Li) COs CForiy. 
利用 三 角 公 式 


cosasins 一 加 [sinfa -68) 一 sinfa — 5)], 
把 莱 积 cos (202) sin C36 化 成 sin CEorit) 巴 ， 


LI 
最 后 ，~z” 采取 的 形式 为 
dL 


-a = 2B,sin 《or )》。 


如 上 进行 积分 ,得 出 与 Li;， 形式 相同 的 工 ;。。 
其 余 的 计算 同 (b) 一 样 进行 ， 把 L,, 的 解 代 人 人 a， 而 
《b) 的 解 代 人 其 他 的 项 ;现在 ,从 方程 右 庄 的 有 限 展 开 得 到 的 
三 角 函 数 的 乘积 将 化 成 余弦 , 故 得 
ai; 
二 一 gal 十 Ebr LE) Cos 【er 
而 六 与 (50 式 所 县 有 相同 的 形式 . 
《qd 这 种 过 程 直 以 无 限 进行 下 去 ,每 倒 代 一 次 , 解 中 的 e 
的 竺 次 就 增加 一 阶 ， 度量 变量 总 是 表 为 余弦 级 数 的 形式 ; 


Li 一 Li, 十 EC Le) eos CEorli), “ Cs) 
而 前 变量 泪 为 时 间 的 线性 沙 数 和 正弦 级 数 的 形式 ; 
=, EsoCLe) sin (Bo ), {52) 


必须 附加 说 明 : 三 角 函 数 里 的 引 数 不 仅仅 包含 变量 的 了 
长 期 项 ,也 可 包含 时 间 的 其 他 线性 通 数 ; 在 介绍 摄 动 永 数 的 谋 
开 时 ,我 们 已 经 四 到 过 ， 

多 注 : 

记 住 重要 的 结果 是 : 县 代 过 程 只 是 产生 使 角 变 量具 有 等 
色 的 线性 长 期 项 ,特别 是 没有 合 (z 一 wn》 作为 因子 的 项 , 也 
没有 所 齐 混 合 项 (在 混合 项 中 ，tz 一 姑 两 次 在 式 子 里 出 现 ， 


+ AD0 = 





一 次 作为 系数 的 因子 ,一 次 作为 三 角 羡 数组 的 引 数 》 

德 洛 勒 (Delaunay) 对 月 球 的 梢 况 提 出 了 一 个 定理 描述 这 
个 结果 ,随后 被 梯 塞 妆 《Tisserand) 推广 色 行 星 ， 这 个 定理 对 
于 遵守 这 些 方程 的 任意 系统 的 稳定 性 其 有 很 大 的 重要 性 ; 虽 
然 只 有 当 所 表示 的 解 的 收 伍 性 被 保证 时 才 行 ， 以 后 我 们 将 看 
到 ,这 个 条 件 一 般 地 并 不 满足 . 





52. 长 周期 项 和 短 周 期 项 


现在 ,我 们 应 用 上 还 结果 讨论 围绕 行星 运转 的 卫星 【月 
球 ) 的 运动 , 而 行星 根据 克 普 勤 定 律 绩 太阳 旋转 , 这 代表 月 球 
理论 的 主要 的 问题 , 关于 摄 支 歼 数 的 形式 ,在 第 47 节 我 们 已 
经 知道 ， 玉 依 灯 于 五 个 角 变 量 MH，M', w; 吕 和 w', 其 中 . 
对 ,om 和 避 是 月 球 运 动 的 窒 切 根 数 ，M "(太阳 的 平 近 点 和 衣 ) 
是 时 间 的 线性 函数 ,而 w'( 太 阳 的 近地点 和 衣 蝶 ) 是 常数 ， 如 果 
适当 地 选择 经 度 原点 ， 可 取 ww" 为 零 。， 这 个 问题 的 度量 变量 
4s eof 对 应 于 月 球 的 运动 。 如 果 po ceoyp 是 ee 的 积 
分 常数 ,而 且 角 变量 只 , ww 和 半 的 长 期 部 分 由 下 式 给 出 

一遍 十 wolf 一 加 )， 而 yt 0) 

和 M = Mo t+ wi — 120), 
则 可 担 解 写成 


f= qm 十 Hogrss Gy eoy fa- *) costoM + pe 
pr 


十 7 十 58M), 《53) 

和 += 的 解 的 形式 与 此 类 似 ， 这里, 我 们 且 不 提 epvw 

与 太阳 轨道 根 数 的 关系 。 和 角 变 量 的 囊 达 式 可 以 吕 为 例 说 明 : 
各 一 臣 十 2, Ou pr3l 0 cy 10° * "sin CoM 


二 


十 Pi 十 7 十 3M。 C54) 


» BE 





io 和 对 的 解 的 形式 与 此 类 做. 在 和 数 了 中 ，a, #8,Y 种 
3 是 整数 或 零 , 可 以 代表 任何 情 的 组 合 ,但 不 能 全 为 零 . 

(a) 和 5 不 同时 为 零 的 项 称 为 短 周期 项 。 因 此 ， 关 于 
月 球 绕 地 球 的 运动 ,有 下 列 的 可 能 性 : 

a 一 1, 3 一 任何 值 , 周 期 约 为 月 球 的 恒星 疝 期 (427 天 性 


全 一 日 克 一 上 周期 一 1 年 ; 
> 1; 二 任何 和 值 ”同期 < 1 月 ; 
a— 0 在 并 周期 所 6 个 月 . 


@ 和 事 的 时 间 系数 很 小 ,难以 变更 上 列 于 期 

《by a 一 3 一 0 的 项 称 为 长 同期 项 ， 因 为 和 2 的 长 期 
项 只 在 第 二 次 近似 才 出 现 (e 项 )，m 和 ao 与 8 同 数 量 级 ， 
因此 联合 周期 与 M 的 周期 (公转 周期 ) 除 以 。 同 数量 级 *， 在 
月 亮 的 情况 下 , % 和 的 局 期 相应 号 9 年 和 18 年 ， 长 周期 项 
的 局 期 一 般 地 与 公转 周期 除 以 小 参数 * 同 数量 级 。 e 表示 摄 
动 函数 的 特性 . 

长 局 期 项 由 “一 8 一 0 的 项 对 * 积分 而 得 . 设 在 计算 
的 第 二 步 得 到 这 个 项 , 即 其 系数 与 e 同 数 量 级 ， 更 准确 地 说 ， 
设 在 dQ/di 方程 中 , 长 周期 项 以 deosfpa 十 7) 的 形式 
出 现 , 则 积分 得 出 

EA sin (85 十 了 总 

而 县 ww。 和 ze 本 身 与 = 同 数量 级 ， 所 以 9 相应 的 项 是 零 
阶 . 

因此 ,我 们 可 以 看 到 ,同样 近似 得 到 的 长 所 期 项 总 是 比 短 
周期 项 低 一 阶 ， 因 此 ， 如 果 方 程 的 解 要 算 到 se:， 风 长 周期 项 
要 算 到 (其 系数 可 以 同 大 多 数 二 阶 项 的 系数 相 比 》. 


六 英文 版 杞 掉队 贡 ss 这 里 按 东 六 版 村 上 。 一 一 详 考 证 
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53. 解 的 级 数 的 收效 性 


在 第 41 世 我 们 已 经 腹 到 , 当 e 足够 小 时 ,振动 函数 的 展开 
武 收 化 ， 这 同样 适用 于 的 各 种 偏 导数 、 所 以 也 适用 于 包含 
密切 根 数 的 征 分 方程 右 问 ， 现 在 的 问题 是 ， 是 否 同 样 适 用 于 
上 述 的 解 的 级 数 ， 

几 位 作者 ;特别 是 邦 加 雷 , 已 经 研究 了 这 个 辣 题 , 可 以 定 
性 地 概述 其 工作 如 下 : 

从 解 的 第 一 步 ( 第 51.b 节 ), 积 出 的 级 数 (49) 和 (50) 的 
每 一 项 都 含有 除数 


D 二 >， Cif, i> 0。 
了 


其 中 ,zj,{ 平 运动 ) 是 只 依赖 于 方程 组 初始 条 件 的 任意 数 :而 
o 项 基 正 \ 负 整数 或 零 : 但 不 能 全 为 零 。 

有 无 穷 多 种 组 合 可 使 鼠 如 所 想 的 接近 于 零 ， 因 此 ， 如 果 
只 有 二 个 篇 变节 ,，D 一 am 十 a(n 取 为 1)。 一 /os 可 了 要 
任何 有 理 数 (无 穷 多 个 数值 )， 进 一 步 我 们 知道 ， 不 管 s 等 于 
什么 数值 ， 在 mo 一 上 和 wo/m 十 8 之 间 存 在 善 无 穷 多 个 
有理 数 . 

因此 ， 趴 化 的 必要 条 件 是 系数 5 或 8 必须 足够 地 小 以 补 
偿 小 分 母 。 可 以 指出 存在 着 一 个 如 所 想 望 的 接近 于 ma 的 数 
n'， 使 得 不 管 Be 取 什 么 们 不 为 零 的 值 ， 五 -人 oaps 十 65) 
都 是 无 界 的 ， 因 为 由 观测 给 出 的 = 值 不 是 无 限 精 确 的 ， 我 们 
总 是 可 以 找到 一 个 很 好 地 代表 观测 的 数 n'， 对 于 sn” 级 数 中 
至 少 有 一 项 是 无 界 的 . 

但 是 ,我 们 可 以 在 同样 的 区 闻 选 择 男 一 个 wx”"。 对 于 和 
级 数 一 致 收 合 ， 事 实 虐 ， 从 达 朗 贝尔 性 质 可 得 出 ， 系数 B。。 
是 这 样 的 ; 
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[Baw < Kere's, 
其 中 ， < 和 e 小 于 1， 天 是 有 限 数 . 现在 ,我 们 令 a" 二 
wz/g, 其 中 忠和 9& 是 两 个 互 素 整数 ,使 得 pq 不 是 完全 平方 . 
我 们 总 是 能 够 选择 到 ”和 &; 使 ”如 所 想 望 的 接近 于 *， 则 
得 
三 和 十 避 3 
ai 一 地 
{op 十 oa)9 
Pad 一 do 

因为 分 母 是 一 个 非 老 整数 ,因此 
Bua, 
DD 

从 通 项 为 ee 的 级 数 得 到 的 通 项 为 mew%e 入 或 ee" 
的 级 数 收 化 ,因此 我 们 讨论 的 级 数 绝 对 收 和 化 和 一 致 收 右 。 

所 以 , 在 保持 观测 精度 的 范围 内 , 总 能 保证 级 数 (49) 和 
(50) 收 黎 . 

上 述 结 果 囊 明 ， 这 些 级 数 对 于 积分 常数 取 连 续集 合 中 的 
值 时 不 收 敏 ,因为 取 值 的 区 间 将 包括 二 等 于 ”或 ”的 值 . 

这 秆 情况 类 和 于 近似 后 得 到 的 最 后 形式 解 (51) 和 【52) 
的 收 伍 性 :每 次 近似 的 收 伍 是 先前 的 近似 的 收效 的 函数 ， 

如 果 我 们 以 级 数 必 须 对 各 动 函数 的 小 参数 的 整个 区 域 收 
鼓 作 为 进一步 的 条 人 忻 , 则 已 表明 一 般 地 级 数 发 藤 . 但 是 ,我 们 
的 问题 并 不 是 解决 所 有 的 情况 ， 

备注 ; 
于 完整 的 形式 级 数 的 收 伍 性 问题 并 没有 重大 的 实际 塌 
必 ， 用 积分 常数 的 数值 和 参数 计算 有 限 的 表达 式 基 足够 的 ， 
这 种 表达 式 与 解 的 蓉 4 在 有 限 的 时 间 间 隔 内 可 以 达到 所 本 求 
的 小 量 .。 邦 加 雷 已 经 指出 这 是 可 能 的 ， 
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第 五 章 ”人造 卫 星 的 运动 


上 一 章 介绍 了 摄 动 函数 展开 的 一 般 方法 和 形式 解 的 构 
成 ,根据 德 治 勒 - 犹 汪 朗 定 理 ， 有 形式 解 是 以 候 里 计 级 数 的 形式 
站 尔 的 ,级 数 中 具有 几 个 与 时 间 有 关 的 线性 参量 和 常 系数 ,或 
者 还 有 一 个 时 间 的 线 任国 小 ， 值得 注意 共 是 ， 昌 然 这 些 级 数 

通 带 是 发 散 的 和 被 截断 , 却 仍 然 可 以 在 有 有 限 的 肝 间 闻 随 和 A 内 
作为 解 的 一 种 表达 式 ， 

本 章 我 们 将 应 用 柴 倍 耳 所 摘 述 的 方法 对 一 个 简单 的 实例 
求解 。 这 个 方法 可 以 迅速 地 得 到 解 。 但 是 必须 注意 ， 也 训 应 
用 去 他 任何 一 种 方才 .特别 地 以 后 将 要 表明 ， 最 后 一 章 介 绍 
的 方法 名 会 出 了 相同 的 结果 . 

最 后 ， 在 特 萄 情况 下 人 页 到 使 形式 级 数 发 散 的 小 分 组 的 问 
题 ,我 们 将 看 到 怎样 才能 点 服 这 种 困难 . 

这 里 ,我 们 尝试 给 出 天 体力 学 理论 的 一 个 实例 ,并 研究 一 
些 经 常 碰 到 的 困难 ， 而 不 起 得 出 所 提出 的 问题 的 完整 解 ， 所 - 
介绍 的 方法 显然 也 可 用 于 比较 复杂 的 情况 。 包 括 三 体 或 多 体 
的 运动 ， 但 是 ,这 种 方法 绝 不 是 唯一 的 方 渗 ; 在 天 体力 学 中 ， 
每 种 特殊 情况 都 形成 一 种 特殊 移 问 题 . 














54, 刚体 的 引力 位 


考察 一 个 有 限 体 积 P 的 刚体 ,在 刚体 办 坐标 为 ,ng,$ 的 
性 意 点 的 密度 为 玉 (, 49,5)。 设 刚 体外 有 一 个 单位 质量 的 
质点 P， 其 坐标 为 *， y，x。 

根据 咎 申 定 律 ,刚体 的 每 一 个 体 元 日 爱 引 P 点 的 力 为 


ea SF +， 


一 一 QP 
dF RKCE, ns Cdsadnde oP 


dF 的 三 个 分 量 是 引力 位 
Vr Ht nt 
的 偏 导 数 . 
体 元 如 的 总 体 对 王 点 的 吸引 力 为 
下 一 dF , 
遇 
F 的 三 个 分 量 又 是 引力 位 
政 (《 志 。 条 tdsadndt 
Uk 一 292 (1) 
7 











的 偏 寻 数 ， 
积分 是 对 整个 列 体 的 体积 进行 的 ， 因 此 ， 引 力 位 如 上 只 是 
xz， ?和 = 的 函数 ， 
描述 受到 这 种 引力 位 作用 的 点 BCxz，y，z) 的 运动 方程 
为 
ar am dy ar dy az (C2) 
可 到 Bx dre’ Oy dr Bg 
备注 : 
除了 在 这 里 我 们 处 理 的 不 是 个 离散 的 天 体 ， 而 是 单个 
天 体 的 体 元 的 集合 之 外 ,这 些 公式 与 第 一 章 的 (11) 式 相同 . 





55. 引力 位 的 展开 式 

设 7? 是 了 点 离开 原点 0 的 距 议 Cr? 一 让 十 十 zDD，P 
是 刚体 的 质点 人 离开 0 的 距 访 (pr 一 蝇 十 和 十 上 站 ，5 是 和 
{OP, O08)， 委 是 距离 PO， 

我 们 有 


四 


和: 一 《xx 一 上 十 (一 有 天 十 (Cs 一 站 
= 2rpcoss + p’, 


而 从 第 45 节 有 


器 
二 一 土 | 十 全 P(eos$) + EPCcoss) 十 
A r 艺 多 


士 乞 Pufcos3) 十 …|， 
他 


其 中 ，PufeosS) 是 ” 阶 勒 让 德 多 项 式 ， 
-因此 


也 一 全 -+ KCE, ns CdEdnadt 


( 
x|: + > () PCeoss) |， 
把 U 写 成 


ttt+tU+ + +， 
则 有 : 


GD) 一世 ) KO, 9 tdiandt 一 二 | ,aM, 


而 上 面 质量 元 对 整个 刚体 的 积分 就 等 于 刚体 的 质量 , 故 得 


— AMir. (3) 
Cb》 应 用 同样 的 简化 符号 ,有 
U, 一 | 三 Cos SA 。 
FFF 
现在 
-Cos 一 起 十 纪 士 怠 十 所 十 性 
pr 
玉 此 


一 艺 
,一 站 | a 十 yn 二 a0)dM 


一 各 | ,gam ty | ax 十 {ram|. 


如 果 原 点 位 于 刚体 的 引力 中 心 ， 按 定义 上 式 的 三 个 积分 


的 为 零 ， 因 此 以 后 将 假 没 傅 况 就 是 这 样 , 则 
1 一 0。 ， (4) 

















3 于 十 2 一 (四 十 六 十 2 a 


1 
21 

i 2 
外 
2 六 VV rf 2 1 


可 以 回忆 起 ,根据 定义 ， A4,B,€ 是 惯量 矩 : 
4 一 | Cr ta, 
D, E, F 是 惯量 积 : 
Dp — (|, ntaM, - 
如 果 我 们 假设 坐标 轴 是 刚体 的 主 惯量 轴 , 则 
已 一 下 一 了 一 10， 
而 且 
A+TB+C~2| (tr ta, 


因此 
jem -35 一人 4 


.A 








于 是 我 们 得 到 





(tt 


十 (三 1 (4 c)|; 


Ax’ 十 BY 十 =)| 


#2 








本 2 ( 


化 为 极 坐 标 (经 度 9 和 纬度 gq): 
T= rcosdcosgpy y 一 +sindeosgp, 2 =— +singp. 


经 过 一 些 简单 的 运算 后 ,得 
0 人 位 到) 


一 三 (CA 一 Byecos'gp cos20|. (5 

加 果 我 们 进一步 已 设 此 刚体 对 于 Of 轴 为 旋转 对 称 , 则 

有 用 二 B, 而 
7, 一 寺 《CE 一 了) (3 — 之 sinzp 

注意 到 我 们 再 一 次 磁 到 勒 让 德 和 多项式 BCsin 四 )， 

对 于 地 球 ， 三 CC 一 人 /MG 一 / 是 一 个 地 球 物理 和 大 
地 测量 的 基本 量 , 其 中 a 是 地 球 的 赤道 半径 , 对 是 地 球 的 质 
量 , 而 4，C 是 地 球 的 主 惯量 矩 。 /与 地 球 的 般 率 & 有 关 ， 

令 天 一 三 Van， 而 


1) 本 书写 戌 后 ,一 般 的 趋向 是 令 点 一 一 子 + 所以 ， 和 如果 取 ma 二 1， 出 
本 章 给 出 的 公式 与 通常 的 定 多 是 一 致 的 . 


* Bo = 








RM (+ 9 ，， ) 
I, = _ 
2 3 3 2 了 np |], 


《d》U, 以 后 的 量 的 计算 按 类 似 的 方式 进行 。 但 是, 如 果 
我 们 假设 刚体 对 赤道 平面 对 称 ， 则 青 阶 引力 位 为 零 ， 旋 转 册 
体 的 引力 位 可 帮 为 

_ RM iY /13 
0 7 + (jn (3 sing 
t+) © 
其 普遍 形式 为 
5 一 漳 | 一 志 二 poe(a 电 |. (7) 
- FE ? 
其 中 ，。 是 2 阶 勒 让 德 多 项 式 P， 的 数值 系数 。 








56. 近 于 球体 的 情况 

” 球 对 称 物体 的 特点 是 ， 三 个 主 惯 晤 夫 相 等 和 三 个 主 惯量 
轴 是 该 物体 的 性 意 三 个 互相 垂直 的 轴 ， 因 此 ， = 0。 可 以 
指出 ,所 有 的 mo 也 均 为 零 ， 然 而 ,这 个 重要 的 事实 可 以 迅速 
地 得 到 证 明 . 

我 们 可 以 把 球 对 称 物体 看 成 是 由 无 限 多 个 半径 为 玉 、 密 
度 均 名 ,元 限 薄 的 同心 {中 心 在 0) 球 壳 所 组 成 . 

设 吕 是 球 壳 的 面 密度 ,出 球 壳 的 质量 为 wm 一 4xR’0, 

我 们 来 计算 球 过 对 PP 点 的 引力 位 , 设 * 是 到 了 的 距离 
(图 3)， 尖 察 由 角 和 o 廿 .ae 所 确定 的 二 个 圆 之 间 的 页 环 
元 ,其 表面 积 为 

as = 2xrR’ sin de, 
在 了 点 ,其 引力 位 为 
dU = 一人. 


和 和 和 到 





在 三 角形 04P 由: 
pr 二 RI 2Rreosw, 
因此 ， 
3 
2aU = 2r Ro sin ede ， 
Vr 十 R:— 2Rrcose 
了 一 2irRio | 一 一 se 一- 一 . 
ror 十 Ri — 2Rr cog 


积分 号 下 的 量 正 好 是 一 个 微分 ,而 
0 一 2tzRe [Vr +t RIRreosol 
如 时 点 位 于 球 索 之 外 ， 方 括 产 内 的 表达 式 有 极 值 7 十 
R 各 ro RR, 所 以 
U 


均匀 球 壳 对 外 面 一 点 的 引力 位 就 好 像 整 个 球 壳 的 质 县 都 
集中 在 球 壳 的 中 心 ,因而 引力 也 是 这 冬 , 把 组 成 球 对 称 物体 的 
所 局 心 球 壳 的 作用 都 亚 加 起 来 ,得 到 下 面 的 重要 结论 : 

球 对 称 物体 的 作用 就 好 像 它 的 全 部 质量 部 集中 在 球 心 . 
所 以 ,其 引力 位 为 


_ 4Rzr Rg 一 证 mz 
r 下“ 


vA. (8) 


em 和 





备注 : 

上 上 述 证 明 亿 可 以 得 中 均匀 球 壳 内 的 引力 位 是 负数 ， 在 本 
书 中 没有 进一步 应 用 这 个 结果 ， 

C8》 式 对 于 近 球 体 的 情况 是 不 精确 的 ,但 相差 不 大 ,因此 
C7) 式 中 的 五, 4, Pr 是 小 量 ， 如果 * 递增 ， 则 改正 项 
的 作用 技 1/ +r” 的 比例 递 碱 .为 此 , 在 近 球 体 { 如 行星 ) 的 运 
动 的 研究 中 ， 可 以 忽 赂 这 些 改 正 项 ，。 并 假定 这 些 天 体 的 作 让 
就 好 像 它 们 的 全 部 质量 都 集中 在 各 们 的 引 方 中心 一 样 《第 5 
节 ), 





57,. 人 造 卫 星 的 运动 方程 


自然 天 体 之 间 的 距离 与 其 大 小 相 比 大 得 多 ， 可 以 应 用 上 
节 的 结果 ;但 是 , 与 让 然 天 体 的 情况 相反 ,人造 地 球 卫星 离开 
地 球 是 如 此 地 近 ， 也 笋 于 地 球 位 函数 的 二 次 项 不 再 能 忽略 。 
对 于 某 些 自然 卫星 ( 火 卫 1 火 卫 2, 未 卫 5 等 ) 也 遇 到 同样 的 
情况 ,也 受到 这 种 类 型 的 相当 大 的 摄 动 ， 但 是 ,自然 卫星 的 运 
动 的 观测 是 如 此 地 不 精确 。 采 用 很 近似 的 理论 马 足 于 算出 观 
测 到 的 差异 。 相 反 ， 人 造 地 球 卫 星 的 观 调 精 度 要 比 自然 卫星 
高 几 个 数量 级 ,为 此 , 从 第 一 批 人 造 地 球 卫星 上 天 以 来 , 人 造 
卫星 在 近 球 体 的 引力 场 中 运动 的 研究 特别 迅猛 地 发 展 ， 
因此 ,如 果 作 用 在 卫星 上 的 力 是 由 引力 场 引 起 的 。 它 仅仅 
依 束 千 地 球 的 位 函数 (7) 式 , 则 运动 方程 由 (2) 式 给 出 : 
dx a0 dy_ a0 oa ar C9) 
dr Hx 人 By de? De 
当然 ， 可 以 应 用 第 三 章 的 结果 ， 上 而 的 方程 组 等 价 于 下 
列 德 洛 勒 方程 组 | 或 等 价 于 拉 格 朗 日 方程 (第 32 节 (45) 式 方 
程 组 )j: 


rn- 


zaL_ 8 dG._ dp ‘dH_ 8 
de BH” dd. Bg da Bh 














dd Bp dg _Bp dk__0g (10) 
At BL’” di BG” 让 | 
其 中 
站 
二 全 十 民 
中 74 3 
R=U— tM. 
rr 


但 是 ,除了 受到 地 球 引 力 之 外 ,人 造 卫 星 也 受到 月 亮 和 太 
阳 的 报 动 以 及 与 高 层 大 气 寻 所 所 产生 的 阻尼 .大 气 阻尼 效应 
随 着 卫星 高 度 的 减低 而 增 天 这 种 力 是 很 难 分 析 的 ， 因 为 大 
气 客 度 依赖 于 温 麻 、 照 头 和 太阳 活动 等 因素 。 人造 卫 里 也 受 
到 太阳 光 压 的 影响 ,其 作用 与 卫星 的 面积 质量 比 ( 卫 星 受 太 如 
光照 射 的 面积 与 卫星 质量 之 比 》S/M 成 正比 , 因此 有 时 是 很 
重要 的 ， 虽 然 太 阳光 压 也 作用 在 太阳 系 其 他 天 体 上 ， 介 由 于 
S1M 极 小 而 可 忽略 . 最 后 ， 人 洁 卫 星 的 轨道 还 受到 电磁 效 
应 \ 流 星 的 磁 撞 等 的 摄 动 ,其 作用 可 以 约略 地 进行 预计 ， 

下 面 ,我 们 只 讨论 地 球 引力 位 (高 卫星 轨 亲 的 报 动 的 主要 
因素 ) 的 作用 ， 详细 研究 这 种 运动 可 以 使 我 们 探讨 天 体力 学 
中 磁 到 的 其 他 大 部 分 问题 所 采用 的 方法 。 在 适当 的 地 方 ， 我 
们 将 指出 表征 这 些 主 要 闻 题 的 最 重要 的 差 算 . 



































58. 柴 异 耳 方法 的 原理 


利用 二 隙 数 , 经 过 一 系列 变量 变换 后 , 可 以 解 出 方程 组 
dL _ Bp adG_ an da 
ad: Bl’ Ad: Be” dd: Bh” 


dd By de___Bp da __ 8% 


dz BL’ dz BG” dr Bn 








C11) 








< 9 = 


其 中 , 史 是 六 个 德 洛 纳 变量 的 函数 。 

把 第 23 节 的 结果 应 用 到 方程 组 (11)， 我 们 知道 ,如 果 我 
们 考虑 一 组 新 变量 ,G6G', 玉 ,7，g ，# 和 母 泛 数 5CL'， 
0' ,HH 1 g，4)， 使 








L055 co-85,. p=, 
al Bg 下 
， 85 ,85 ,Bs 
P05 p05, py- 03, 12 
al” £™ a6 8p (12) 


则 新 方程 组 是 正 册 的， 而 表 为 新 变量 的 新 哈密 顿 本 数 中 ”是 
不 变 的 。 

因此 ， 

Ls, Gs Hl 8 A = pL G, H's, gs), (13) 


而 
2 8h dG _ep dH 69 
ds 81” Ad1 Bg ” 并 ET 
: , 1 ; ， ， ICL4) 
dp de 
dr 日 工 ′” dt BG'” ds 8 


由 于 5 是 任意 的 函数 ， 帮 可 加 上 一 定 的 条 件 。 在 本 节 将 
要 论述 的 由 柴 从 耳 引 八 并 经 坦 劳 威 尔 发 展 的 方法 中 ， 此 条 性 
是 中 与 一 个 前 变量 无 关 而 呈 却 依 颊 于 这 个 前 变量 ， 如 果 这 
个 条 件 能 够 满足 的 话 { 我 们 将 证 明 这 是 可 能 的 )， 则 我 们 将 从 
哈密 顿 水 数 中 消去 一 个 角 变 县 ， 如 果 和 恒 复 这 种 运算 几 次 ， 则 
可 从 下 中 一 个 一 个 地 消去 所 有 的 第 变量 。 最 后 的 哈密 顿 函 数 
8” 只 是 L”"，G” 和 日 ”的 隧 数 . 
最 后 方程 组 的 前 三 个 方程 
dl" _ 8¢p” dG _ BB¢” dH Op” 
dz 81" a Bag"” ds ET 
的 右 疝 为 零 ， 从 而 得 到 L”，G” 和 吾 ” 为 常数 的 解 。 把 这 


a 史 玫 于 





些 常 数值 代 回 到 8 78LI“，84 /9G” 和 84'“ 19 已 ”中 ，, 得 
到 好 Ag， 12 和 4h"iadr 是 带 数 , 故 六 8 和 的 
解 是 时 间 的 线性 函数 ， 

利用 定义 各 个 中 间 变 量 的 (12) 型 的 各 种 方程 ,逐步 问 推 ， 
则 可 得 型 初始 变量 工 , G, 玉 , 1, 8 和 的 解 ， 


59. 方程 的 建立 


现在 我 们 来 考虑 给 出 方程 《9) 的 解 的 运算 ， 为 了 减少 代 
数 计算 的 工作 一 ,我 们 限于 讨论 品 的 展开 式 的 第 一 项 , 基 


A 1 3 .2 
R=U,= 二 一 二 200 1] = kM 
:3 > ng) Ce 一 Ad 


加 上 更 多 的 项 并 没有 德 方法 有 任何 本 质 的 差别 . 

在 方程 组 (il) 中 ,中 被 表 为 德 洛 纳 变量 的 画 数 ， 我 们 并 
不 准备 把 这 个 步 又 腊 完 整 ， 利 用 上 一 章 所 介绍 的 关于 报 动 函 
数 展 开 的 方法 可 以 达到 这 个 目的 . 

我 们 有 

[a 工 3 ,3 
一 此 十 共 (圭一 三 sin'g). 

在 轨道 平面 、 赤 道 平面 和 通过 卫星 的 子午 平面 所 确定 的 

球面 三 角 中 (图 9)， 





a 


sing 一 sinrsinfg 十 7 








其 中 v 是 真 近 点 角 . 
所 以 ， 
ni in 工 一 cos(28 二 2 的 
sim’w Cl 3 。 
现在 ,从 第 30 和 节 (C42) 式 ， 
cosi 一 全/ 再， vv 
由 划 . 
四 wh EE 1 3 瑟 
PT [s( 人 轩 
3 3 Pa 
寺 2-— 社 天 )Scos G28 十 29|. C15) 


注 寒 ,现在 中 中 不 合 下 
利 肝 第 48 节 中 给 出 的 对 于 二 体 问 题 孙 数 的 展开 有 效 的 
方 污 ， 可 把 wjr? 和 qijricos C2g 二 28) 表 鸭 ce， 8 和 了 的 
本 数 ， 由 于 sc 一 M1 一 (G/L)， 于 是 中 被 表 为 德 洛 蔓 变 
量 的 盏 数 ， 设 c!， 是 小 是 而 略 去 ,得 
tino1+ 2 3 + (3 十 2 2 )eos! 


十 。 eacos 21 十 33 2 cos 3 
了 8 
2 og (2g + 21) — eosC2g — 7) 
一 os VY = eos 一 
Ei 3 48 & 
十 (= 工 十 二 ES (2g 十 六 
十 ( 一 了 = cos C2g + 2) 


~, 
十 (z e 一 Poe)eosC28 十 3 人 


十 之 eacosf28 十 4 十 2 eacpsf28 十 31), 
直面 站 接 计 算 丙 个 千 到 重要 的 和 


(a) wf/rm 展开 式 中 的 常数 项 是 L1G 根据 传 里 叶 定 
理 ( 第 33 节 ), 此 项 为 


1 “和 
4 | mridM,. 
2 |, 
现在 ,从 面积 定律 
MA Ve 一 三， 
dz 
而 
LU Ve, 
dT rr 一 吕 
所 以 
Td G6 
odMd LI’ 
并 且 
FE 3 Fa ， 
4 一 土 | 二 xs 一 鞋 王 人 《1 十 ecost)dv 
Fr do + 个 2 :0 


_ -a 
-~ 一) 3 


Cb) Ecos(28 + 2v) 的 展开 式 中 cos28 顶 为 零 . 


根据 傅 里 叶 定理 , 此 项 为 
Co 一 二 人 EcosC2g -25aM 
上 .| rr 


2x 
-| 土 上 cosf2g + 20) dv 
站 


1 Li 2% 
=- 土 记 | (1 + ecosv) cos (28 十 2odz 一 0。 


-Ds 


60. 平 近 点 角 的 消去 法 


按照 第 58 节 简 略 介 绍 的 方法 ,我 们 来 确定 母 函数 5 和 不 
显 含 新 变量 1 的 新 哈密 眉 沙 数 四 。 设 五 是 小 量 ,根据 邦 加 害 
定理 (第 43 节 和 第 49 节 ), 我 们 来 寻求 可 展 成 关于 世 ,的 完全 
级 数 解 ， 设 5 和 风 也 能 以 同样 的 形式 展开 . 


令 = po 十 Bs 
下 标 表 示 该 项 关于 J 的 军 次 , 所 以 
po 一 je/ 2L’, 





4 1 3 
= :Js 上 二 十 三 瑟 
中 4 4 人] 3 


2 
十 (2 一 三 EE) Ecosl2g 十 25)|. 
r 


同样 
十 十 Co 
S 一 5 十 中 十 及 十 
对 此 变换 的 一 个 楼 求 是 , 当 略 去 天 时 ， 变 换 的 结果 是 保 
持 变 量 恒 等 不 变 。 所 以 ,我 们 取 5, 一 LZ3 十 G8 十 日， 根 
据 (12) 式 ,有 





L013 3 多 
Ot 91 di 
5 2 
BL’ BL’ 日 工 7 
[| 5 二 族 OS 十 85 "y 
dg Bg dg 
,85 GA 5 
= 十 ， 
OG’ B06’ BCG” 
H = 905 下 05, 十 O52 本 


no ， 











十 (17) 


中 等 于 由 《第 58 节 《137 式 ?给 出 
bo) pL CG, FH, ll, £8, 一 ) 二 po 
十 pL', BG', H's 一 一 
十 tL’', OG', H', —, 8» 一 十 
其 中 , 长 划 表 示 不 存在 的 变量 , 而 办 ' 不 再 依赖 于 1， 由 于 由 
已 不 依赖 子 ,因此 ,我 们 尽力 找 出 只 依 球 于 gg 的 由. 
把 式 中 的 工 ， G, 日 ,, g” 和 和 如 表 为 5 的 函数 ,得 


“35 5 ds Bs 
中 3 ) 十 85， 3 » ts Bs 一 ) 
， 8 








， fr , ， 5 
一 而 十 开本 一， 人 一 ) 





5 _\,... 
(L6H » BG }+ 。 
把 3 的 偏 导数 用 它们 关于 天 的 展开 式 代替 ,并 只 取 展 开 
式 的 有 限 项 ,例如 取 到 及 项 , 则 丰 


b(L' + ts) 











B! or 
+ bl(L' +, GT 下 全 Ht, 1, g, 一 } 
[sl dg dA 
于 do 十 人 G', B,C—, g++ 3， 一 ) 
PL, G', H', CO—, 8, 一 )， 
展 成 泰勒 级 数 得 
y+ Ob 83 . Oe, 8 + 1 Ge (35) 
LZ) 十 一 一 一 二 一 一 十 一 一 一 
加 人 BL’ 8! BL’ Br 2 pl 
时 昌 下 Op, Hs, 
十 L's G0", Ee ee i 


9; 


Hp 5 十 Hp, D5, 

BG' Bg OF 08 
三 二 由 十 由 民工 ”3 他， 五 ， ”3 一 
H%, BS 
Bs HG 
对 上 式 加 以 整理 ,并 令 两 嚣 哺 同 队 的 项 相等 ,得 
Cn) po 一 Bo 2， 


Cb) 中 民工 ， G's, H', CO—, FE 一 了 一 





+ GH', —, gs —). 


Bh FS, 
dL’” 8? 
十 pt’, 与 五， 2s 六 > 一 )， . 
dp, 0S! _ Ogo 685 1 Bt (8 《18) 
Og 60 BL'8 2 9L°\8! 
Bb, B05. Op, O58, Oph OS 
| BF Bl 8G 8g On 88 
第 一 个 方程 (20 给 出 
， po 一 pl2L™. 
第 二 个 方程 (82 可 分 成 两 步 处 理 ， 我 们 知道 按 7 展开 
的 办 只 有 一 项 不 依赖 于 !，, 并 且 不 包含 cos28 的 项 ， 把 与 i 
无 美的 唯一 项 $8; 分 窜 出 来 ,写成 
En Ll 3 HYL’ 
Ph L's ( 4 4 6;) GG 
《下 标 5 和 分别 表 示 长 期 性 和 周期 狂 》 
现在 , 设 5 只 是 通过 三 角 项 依赖 于 1( 其 形式 类 似 于 解 的 
三 角 项 ), 在 这 种 情况 下 ， 全 没有 常数 项 , 故 可 把 方程 (3) 一 
分 为 二 ,于 是 得 到 包含 工 项 的 方程 为 
Bg as， 
而 工 ” 日 
而 另 一 个 只 包含 长 期 项 的 方程 为 


= 100 = 


Cc) ;十 




















+ Dip 一 由 is 十 Pip. 








十 pip L's CG', H', 1, Es 一 一 0， 


由 区 工 CC， H', Tag 一 ) pst L's 人， H', a 8 一 ) 





PA 1 3 HH’ 
故人 和 4 + 4 6) 
第 二 个 方程 确定 了 四 、 而 由 于 

Bpbol OL’ =- ei， 








第 一 个 方程 给 出 
dS, _ LL ， 
Bl Np pot Gs Hl gs > 
和 


3 
3 一 全 pnt L's G's, H', i, Bs —)d. 
x 


{19) 


《20) 


这 样 ， 我 们 得 到 了 5,《 不 依 束 于 办 和 4$ 尺 不 依赖 于 7 和 
如 》 把 它们 代入 (18 c》， 然 后 分 别 地 令 方程 二 谨 合 上 的 项 和 
不 全 二 的 项 相等 , 则 可 求 得 5, 和 $2;， 如果 我 们 把 得 到 (18) 式 
的 关于 J 的 展开 继续 下 去 , 则 (可 求 得 5 和 由 的 更 高 阶 项 、 最 
后 :哈密 顿 男 数 中 依 操 于 g， 但 不 再 依 束 于 玉 和 到 ， 





41. 5S 的 显 函 数 式 


显然 ,要 进行 《17》 式 的 变量 变换 ,必须 写 出 5 的 普 消 数 
式 ， 为 此 ,我 们 只 要 淮 算 贡 由 《207 式 所 定义 的 3 就 行 了 。 





从 上 节 我 们 已 经 得 到 
LE/ 1 3 HL 
Ps Ts ( 4 人 G3 

由 此 应 用 (15) 式 有 


中 交工 G DH', 1, Ea 一 > 





一 £7 [= 1 3 | (和 人 
三 所 4 4 Go ze 6G” 


A 志 
+ 一 生 刀 5] 2 cosfK28 十 2z7 | 
fr 


= 101* 








其 中 , a', ”和 所 是 已 知 的 枉 辆 运动 函数 , 表 为 度量 根 数 了 ， 
GG” 和 角度 根 数 7 的 函数 。 已 知 











dl = pdt CO— 
a 1 一 Ga” 
我 们 必须 计算 
a L’ 一 工 ” L” : pa 
ee Sa 一 CG -+ | {I[ ecosv )dv 
3 
一 EC 一 1 e'sinv,'), 
同样 地 处 理 其 他 的 表达 式 , 则 可 得 
2 
31 二 Eh [( 一 i 十 3 EE ) 人 i 二 e'sing') 
GC” 4 4 他 
3 3 百 “ 1 ， ， 
+ (三 一 了 全) (二 和 Cg 十 3 
4 4 Go \2 Sn C28 + 20) 


十 因 snfag 十 zy 十 地 sinC2g 十 io) 让. (21) 
其 中 ，v' 是 根 数 为 工 ，G' .和 i 的 烛 加 上 的 三 近 扣 和 角 。 这 样 
定义 的 (17) 式 变 量变 换 只 包含 到 J 项， 还 包含 并 项 的 计算 
当然 是 比较 复杂 的 ， 我 们 还 注意 到 6 64 二 0, 因此, H' 一 
H, 





62, 四 ; 的 计算 
已 知 5; 则 可 从 C18 ec) 中 分 离 出 与 1 无关 的 项 ， 现 在 ,我 
们 把 (21) 式 展 成 ?的 函数 .但 是 , 惜 助 于 健 里 叶 定 理 (参看 第 
59 节 )， 我 们 也 可 直接 完成 计算 。 并 找 出 与 ! 无 关 的 项 ， 然 
而 ,这 种 计算 过 于 元 长 ;在 这 里 我 们 不 再 窟 出 . 
我 们 求 得 
,Bl5 Lf _18H* , HY* 
mm | 过 cal! 5 Gt Cd 








*，102 = 











声 4 
+ 三世 ( H 9 二) 
32 G* 全 全 
好 入 哇 
一 下 太 (1 一 2 如 + 45 
128 G&G” GY GG" 
37L” LIL? HH BH” ， 
二 ( 5;) 0 16 Gr 十 15 Hoos2g | 
一 pis 十 ip. C22) 


其 中 ，dy 包含 cos2g” 项 ,而 ss 包含 与 & 无 关 的 项 


63. g 的 消去 法 


这 样 ,我 们 已 经 拒 方 程 组 化 成 正则 方程 组 (14)， 其 哈密 
顿 函 数 由 下 式 给 出 : 
一 各 十 由 十 is 十 bir 
其 中 ;只 有 gw 依 坏 于 g ， 其 他 项 只 依赖 于 L'，G” 和 五 . 
现在 爱 们 应 用 母 消 数 $ 进行 另 一 次 正则 变 痪 ; 
LG Ht gh Ls 0",H', I, g"',b", 
同样 有 
一 二 
如 回 在 第 一 次 近 侦 中 对 三 的 屠 补 ， 可 以 证 明 5 与 工 无 
关 ; 











Lm" Gem" 
a [sf Bg 
， 85 轩 国 ADs’ ; BAS, 
一 全 一 用 和 一 一 六 二 十: 
HT gy OL” BE ， 
,5 BS’ (23) 
一 十 入 十 
吾 BCG" 县 AG” 3 
ho LS + EA 
HH a 


新 哈密 顿 函 数 $8 一 起 十 四 十 各 十 …' 与 让 ,8g” 和 


a 103 = 


5 无关。 由” 与 由 恒 等 得 出 




















十 中 十 由 
了 ‘( in rr B51 rr 六 上 
一 员 十 时 | 万 + ls H") + ds + die, 《247 
Bg 
这 里 ,我 们 截断 于 再 项 ， 由 此 得 出 下 列 方程 . 
bo 一 Pol Ls 
pi 一 bitL", 他” 五 )， 
"»_ Op Bs ， ， 
ps; Bo Bg 十 ps 十 Bape 
最 后 的 式 子 简化 成 二 个 方程 。 基 一 是 与 8g’ 无关 的 项 
[2 一 Pass 
其 二 是 依赖 于 8 的 项 
站 由， 站 3 ， 
一 1 一 "1 十 一 和， 
HG" Bp fe 
这 个 方程 定义 51: 
"二 1 二 bn, OG”, H', ~ 和 > 一 ) ” 
9 | Dp /OC™ dg a 
应 用 19) 式 和 人 (22) 式 , 我 们 得 出 
L'? HH HH"™ 
1— =m)(l— 16 m+ 15m 
S$ \ 7)( 0 ) sin 287。 
32 工 所 他 6 5 EE 
[ee 
(25) 
利用 和 母 荡 数 5S 和 方程 (23) 所 定义 的 新 变量 ,我 们 得 到 
下 列 正 则 方程 组 : 
dL” tb a0” _B¢9p” dl 日 由 
dt Bl" a Bg ” ad Bk” 
a _ _ a¢9” dg Bp PM 有 四， ' 
下 OL”” gt BG”” ds BH 





其 中 ,8 一 上 十 四 十 十"*。 现 在" 只 依赖 于 工 ”， 
G" 和 HH"， 而 且 84 7 ，8d /8g” 和 84"/8h” 为 零 , 所 
雇工”，G ”和 五 ”是 常数 ， 

最 后 三 外 方程 的 右 端 也 是 常数 ， 积 出 的 天 ，g  ， 和 
是 时 间 的 线性 函数 。 夫 此 , 间 题 的 完全 解 的 形式 如 下 : 

了 ”一 工 "= GG, H'= HH,, 

a) 有 一 一) 一 — #0), 

由 《17》 式 和 (23) 式 ,可 以 化 回 到 初始 的 变量 工 , 6G, HH， 
58 和 45， 并 把 其 中 的 尾 一 个 变量 表示 为 时 间 的 函数 。 














t= 64. 主要 的 结果 ， 信 人造 卫星 的 运动 
略 去 展 ， 我 们 得 到 六 ,gg” 和 #” 的 简单 表达 式 .在 中” 
中 保留 下 列 的 项 已 经 足够 , 
: 和 — bo = po — p25L'®, 
和 
147 1 3 HH'? 
一 各 一 hs 一 了 人 (一 二 十 二 ), 
a pho __ Op 
dt 8L” 8L 
四 _ 3.' J 1 3 百 ” 
L's | 4 十 5 
2 mn 
dr 9 TT 3 和 


x ( 款 十 了 cosiio ) (一 人 六 《267 


如 果 me 一 pe Li, 而 eoy Ho 和 fo 是 对 应 于 常数 Los Gs 
和 jt 的 戎 辐 株数 值 , 由 


LBP 一 3 仁 -一 三 如 5) 
FFEeidd LG 4 站 全 全 





= Os 。 





-一 加 J (~— 证 十 到 cosa ) 一 ， (27) 





Ei C1 — ei 
di” 09’ 一 3 
dr Qn” 2 世人 全 全 
| 六 ， 号 
= Cost XK 一 一 -一 。 (28 
2 a Oy ) 


化 回 色 初始 根 数 ,得 到 下 列 形 式 的 表达 式 : 

f= "++ticg=g +gr+ ge A=p 十 和 十 有， 
L=L"+ii+ Le; G=—= G+ GL.t Ce, 
=H’"+ H+ Hec. 

其 中 ,第 一 项 代表 上 述 的 解 , 下 标 工 的 项 是 长 周期 项 , 只 有 & 
包含 在 三 角 函 数 的 引 数 里 ;下 标 e 的 项 是 短 有 周期 硕 ，!” 单 怨 
或 与 g” 一 起 色 含 在 三 角 函 数 的 引 数 里 ， 因 此 ,表达 式 (26) 
和 《287 描述 运动 的 长 期 部 分 . 

方程 (28) 表明 安 点 以 

4zfl 一 ee 
3n0d: COs ty 








的 周期 道行 ， 

当 倾 角 趋 于 零 时 , 奖 点 的 道行 运动 最 快 , 而 瓜 轨 道 则 不 夺 
在 这 种 运动 。 小 偏心 军 和 大 半 长 径 的 交点 运动 较 慢 . 

对 于 愤 育 小 于 mgK5cos 一 1 一 0 总 一 63526) 的 卫 
妊 , 近 地 点 的 运动 基 炸 行 的 ;而 当 倾 第 大 于 i 时, 则 为 逆行 ， 

卫星 的 运动 疝 期 接近 于 2x/zmw、 即 接近 于 地 球 为 标准 球 
体 应 有 的 周期 值 .倾角 小 于 it3cosi1o 一 1 一 09, 7 一 54°44') 
的 乎 运动 较 快 ,而 倾角 大 于 的 平 运 动 则 较 懂 . 

与 第 51 节 所 说 的 一 致 , 半 长 径 、 偏心 率 和 人 自前 没有 长 期 
运动 ， 从 eo 得 到 的 sin 28” 或 cos28” 项 (参看 第 62 节 》 
是 长 让 期 项 ,可 以 出 现 于 所 有 的 根 数 之 中 . 但 是 ,除了 了 半 长 径 
之 外 ， 对 于 其 他 的 根 数 都 是 六 阶 。 这 些 是 周期 为 近地点 剧 


”和 在 。 





























期 一 半 的 项 , 此 外 , 还 存在 关 j, 的 高 价 项 , 其 局 期 等 于 近 地 
点 周期 的 四 分 之 一 ,六 分 之 一 等 . 

短 周 期 项 使 旋转 的 并 受到 长 周期 振动 的 基本 轨道 变形 ， 

备注 : 

这 样 , 我 们 再 一 次 看 到 在 第 52 节 所 51 人 的 长 周期 项 、 短 
周期 项 和 长 期 项 之 辣 的 区 别 ， 在 太阳 系 大 部 分 自然 天 体 的 运 
动 理论 中 ,也 存在 着 这 种 区 别 . 


65, 拉 格 朗 日 方程 的 应 用 ;第 一 次 近似 


为 了 应 用 第 51 节 给 出 的 普遍 摄 动 方法 ,我 们 现在 将 利用 
垃 格 朗 日 方程 努力 找 册 人造 卫星 根 数 的 报 动 ， 但 只 限于 研究 
一 次 近 估 中 出 或 的 摄 动 . 

以 类 融 和 根 数 表示 的 经 动 函数 RCC15) 式 ? 为 


3 
尽 一 ia [C= . 十 3 cor) 2 
a LL' 4 4 rr 





十 人 (二 一 三 eosi) os C2g 十 20|- 
.4 4 后 


应 用 第 59 节 中 给 出 的 展开 式 ， 再 用 根 数 8,w 和 邓 表 
示 ， 并 略 去 “， 得 


~ > 
ER = {(- L 十 osi)l! 十 .3 十 3ecosM 
了 4 之 


+ 2 ercos2M ) 十 (2 一 二 cos') 
2 +4 4 
x | 一 三 cos {C20 M+ 一 所 
2 2° 4/ 
X cos(2 二 2MY 十 ecosC20 + 3M) 
二 17 ccos(2w + 4M) | (29) 


+ O07 » 








对 于 一 次 近似 ， 根 数 za et 0 和 中 是 常数 〈 克 普 勒 运 
动 六 而 MM 一 a(t 一 各， 一。 现在 我 们 应 用 描述 近 地 
点 运动 的 拉 格 朗 日 方程 (第 34 节 (45) 式 ); 








dm Vie BR osi BR 
dt ~ nae Be pa le sin: Oi: ” 
略 去 所 ， 得 
Se 一 es {(~ - 十 + cosi G3e 3cosM Tt 9ecos2M) 
芋 全 一 了 cos [= 了 -os (2 MY 
4 和 4 2 


— seco(2wm 4+ 2MY 十 eosC20 t 3M) 
“七 17eeosf3o 十 4 时 ) 上 


我 们 可 以 用 工 代 赫 V1 一 ， 而 用 1/peze 代替 拉 格 朗 
日 方程 中 > 的 系数 ， 把 系数 同上 式 相 戈 , 只 留 下 o-: 项 和 
常数 ,得 

AT 一 o BR pj 【 


3 
= 了 
male Be 让 到 + 4 05 中 


xX (3 下 SosM 十 9cos24】 十 (3 一 三 comz] 
外 如 ’ “ 秆 4 





XX [~ 去 eos Ce ft M}— 5cos(2w0mTT 2M) 
e 


十 cos {20 十 347 十 17cosf2m 十 4 mM)|}. 
略 去 = 项 ,我 们 司 样 可 得 
es HOREL 
ne Vl— esini Bi na 


二 了 心太。 


x | 三 cos 一 了 cosz cosg2o 十 2MY) |。 
两 式 相 加 得 
2 {- 3. 十 15 ys 十 (= 1 十 3 co ) 
EE a 和 4 44 4 4 


Xx (Zorn 十 9eos2M ) 
2 


-一 了 coszi cos (C20 + 2M) 


十 (2 一 三 cosy] |- 1 cos (C20 十 MY 
3 4 2e 


-一 5cosf2m + 2MY+ 2 


2 


X cost2wmt 3M)+ 17cos (C20m + 4 m0) |. (30) 
把 二 体 疝 题 的 解 





各 站 一 Go Fe t= = tos 
Mo = rot 到 3 naa 一 Ey 
代入 右 端 ,然后 进行 积分 ,得 * 
本 一 如 十 zf 1 十 巧 cosioj 
fo 


(Zsin ms + 2 sin2M, ) 
to 2 
x (一 之 十 四 cosio) sin {2c00 十 22M 0) 


十 伺 一 也 cosio| (一 sin (2e + Mo) 
4 4 了 en 


* 此 式 英文 本 和 读 文 本 均 有 误 ? 现 予 更 正 。 一 一 评 老 证 


全 09 = 





+ sn 《2u + 3Mo) 
Gea 


十 子 sin (2600 十 1M)]. 
四 


这 样 ,我 们 求 得 近地点 长 期 运动 的 时 间 的 系数 表达 式 如 下 : 


of a 3 15 了 
2 人 (一 地 十 0 站)、 31) 

此 式 与 上 一 节 C27) 式 中 略 去 eo 项 (这 里 ,已 咯 去 eo 项 ) 
的 结果 符合 。 这 样 ,我 们 已 经 得 到 了 许多 短 周 期 项 ,其 中 的 一 
些 项 在 分 母 中 出 现 “。 我 们 以 后 将 讨论 由 此 推 得 的 沾 论 ， 我 
们 将 只 是 假定 不 去 掉 。( 但 是 ,必须 记 住 , 我 们 已 展开 到 < 
展开 到 。 只 不 过 是 为 了 简化 引 数 ;事实 上 ,一 次 近似 的 结果 可 
以 推广 到 所 需要 的 狂 意 阶 》. 

我 们 可 以 同样 地 表示 其 他 拉客 朗 方 程 的 右 端 ( 参 看 第 
34 节 )， 例 如 , 表示 出 妈 ,生生 和 全 方程 的 右 员 

dt dt dt dz 

项 ,如 上 进行 积分 , 则 可 得 一 次 近似 解 ， 

正如 第 51 节 所 述 ,必须 把 全 方程 分 开 处 更， 事实 














上 ,我 们 有 
dM _ 2688 1 一 o8R 
dr na Oa nae Be” 








其 中 # 一 VE 
为 了 得 到 与 共 他 根 数 变 量 相同 形式 的 全 部 对 项 〈 即 关于 
万 的 一 阶 长 期 项 .长 局 期 项 和 短 局 期 项 )， 必 须 考 些 # 的 一 阶 
摄 动 .所 以 :根据 和 的 一 次 近似 ,首先 计算 
于 二 本 
略 去 六 对于。 我们 得 到 


-110 = 





A do 〖 十 号 2 Acos bio 十 rv)|. 
因此 ， . 
4 十 2 > Aixcos (fw 十 Ra” 


人 了 


We 一 由 一 二 由 二 
2 at 


x 了 ,4ikcosfKj + AM) + ee, 
了 天 


中 此 可 见 ，dM/ dt 是 全 都 具有 相 后 形式 的 下 列 三 个 级 
数 的 总 和 : 


























Em, S20R le oR 
Vr i na Be nae Be 
积分 之 后 ,对 就 与 其 他 5 个 根 数 具有 相同 的 形式 ， 
66. 拉 格 朗 日 方程 的 第 二 次 近似 


为 了 得 到 二 次 近似 ， 我 们 把 一 次 近似 得 到 的 级 数 代 人 拉 
格 郎 日 方程 的 右 端 ， 为 此 ， 我 们 应 用 展开 的 形式 ， 如 得 到 的 
ao/ai 展 式 [(30) 式 ]. 

在 二 次 近似 的 计算 中 ,只 保留 .J 项 和 及 项 ， 而 得 到 的 
五 项 与 一 次 近似 相同 . 在 J 项 中 敞 有 单独 包含 名 的 项 ， 办 
为 在 摄 动 函数 的 展开 式 中 没有 cos2w 项 ， 但 是 ,在 上 述 的 二 
次 近似 到 代 中 , 可 能 出 现 cos2w 或 sin 2w 项 ， 事实 上 也 出 
现 了 ， 

于 是 ,我 们 得 到 dw/dt 的 表达 起 如 下 : 


dr/ dr = Ji 十 Pos 十 让 >) Aiicos im 十 iM) 
了 





+ BD Bcos(iw + jM), (32) 
i - 
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其 中 , 求 和 对 所 有 的 了 值 进行 ; 在 4 中 ,一 0 或 2; 
在 Bi 中 ,一 02 三 4; 和 而且， Aw 一 0。 wis ws 4 和 下 
是 ay eo 和 nm 的 函数 . 

积分 和 一 次 近似 同样 地 进行 ， 但 是 此 时 由 于 绪 果 要 准 到 
情 ， 我 们 不 能 忽略 “和 计 的 阶 攻 期 项， 设 jw 和 # 十 
Ji 是 wm 和 要 的 一 次 近 羽 解 中 时 何 的 系数 , 则 C323 的 积分 形 
式 为 


om Ct Jods + DAs ot IM) 
[| 


i 十 1 + nt) 
2 sin (iw + 1M) 
TT > Be + jn + ny 33) 
(a) 询 为 不 存在 ‘Am 和 0 在 第 一 个 求 和 项 的 分 母 中 ， 
i 总 是 不 为 零 ;准确 到 且 ， 可 以 写成 


1 1 fi ， 

jo Tintjjn ja |: : ( +#)|. 

这 样 ， 第 一 个 求 和 项 就 化 成 关于 六 的 一 阶 项 和 其 他 具 
有 同样 形式 的 及 项 . 

tb》 关于 第 二 个 求 和 形式 的 项 ,除了 Bi 的 项 外 《Bo 和 
Bo 为 替 )， 我 们 可 以 忽略 分 母 中 的 疡 ， 并 把 吧 当 成 常数 和 
MM 一 al 一夫 进行 积分 . 

男 一 方面 ;在 Bas 的 项 中 , 除数 变 成 2Jswm1， 积 分 之 后 ， 
此 项 变 成 











JiBa cos co 一 Ba cos Zw, 
2 39T Zrpl 
这 是 一 个 一 阶 的 项 . 


这 样 ， 我 们 得 到 一 个 在 天 体力 学 中 对 于 若干 问题 是 有 效 
的 重要 结果 : 一 阶 长 局 期 项 只 是 在 第 二 次 近似 中 才 出 现 ， 
所 以 ， 由 此 得 出 的 结论 是 ， 在 第 二 次 近似 中 算出 的 二 阶 
项 是 不 完全 的 ,它们 是 采用 不 完全 的 一 阶 项 算出 的 ， 因 此 , 招 


* lz" 











方程 写 到 二 阶 形式 的 又 代 也 是 不 完全 的 . 这 个 结果 与 第 各 
节 中 公式 化 了 的 结果 是 类 似 的 . 

二 次 以 后 的 近似 也 是 同样 地 进行 ， 每 一 步 ， 方 程 和 和 因子 
展开 的 阶 数 增加 一 阶 ; 因 此 , 在 第 三 次 近似 中 , 我 们 将 处 理 高 
达 月 的 展开 式 . 

二 次 近似 解 的 所 有 短 周 期 项 和 长 丑 期 项 帮 准 到 及 


67. 两 种 方法 的 比较 


上 述 两 种 方法 昌 然 裘 为 不 同 的 形式 ， 但 用 于 和解 同一 方程 
所 得 到 的 结果 则 是 柏 同 的 ， 

第 一 种 方法 是 由 柴 倍 耳 和 亏 劳 区 尔 作出 的 德 洛 勒 方 靶 的 
改进 ， 按 照 记 定 义 的 新 量 r+” 和 vw"， 以 有 限 的 形式 给 出 结果 
《参看 第 61 节 )， 在 问题 比较 复杂 的 情况 下 ,这 种 变换 未 必 能 
够 实现 ,而 必须 像 拉 格 朗 日 方法 一 样 ,按照 仿 心 率 的 每 次 进行 
同样 的 展开 ,在 这 种 情况 下 ,得 出 的 结果 是 相同 的 . 

因此 , 第 一 种 方法 不 问 偏心 率 的 大 小 , 其 结果 是 有 效 的 ， 
这 个 优点 在 比较 复杂 的 问题 中 内 去 了 。 两 种 方法 的 主要 差别 
在 于 ; 拉客 韶 日 方程 的 方法 实质 上 是 逐次 逼近 法 ， 每 一 次 逼 
近 都 重复 同样 的 计算 ,展开 式 越 来 越 长 ， 另 一 方面 ,我 们 可 以 
用 柴 倍 耳 方法 达到 任何 要 求 的 精度 ， 仅 仅 要求 使 恒等式 满足 
浏 的 高 春 . 

拉 格 朗 晶 方法 提供 一 个 对 小 篇 心率 有 效 、 计 算 量 较 小 得 
到 一 阶 理论 的 方法 。 别 一 方面 当 要 求 的 精度 较 高 ,特别 是 考 
灸 长 局 期 项 时 , 柴 倍 耳 方 法 可 能 是 有 和 的 ,这 同样 适用 于 天 体 
力学 的 其 但 问题 ， 巡 格 朗 日 方法 给 出 一 个 对 问题 块 速 而 粗略 
的 信 计 ,并 显示 出 运动 的 主要 特征 ， 但 是 ， 对 于 较 高 的 精度 ， 
则 必须 应 用 比较 经 济 的 方法 . 已 经 发 展 了 许多 种 这 样 的 方 
法 ， 其 中 每 一 种 方法 都 或 多 或 少 适 应 于 给 定 的 问题 ， 第 六 章 


+ li 








和 第 七 章 将 讨论 其 中 的 一 些 方法 ,但 只 是 进行 原则 上 的 计 论 ， 
因为 它们 的 具体 应 用 是 元 长 的 ， 对 这 些 方法 进行 比较 常常 是 
困难 的 ， 在 不 同 的 学 派 之 中 ， 选 择 这 种 或 那 种 方法 的 理由 未 
必 是 明显 的 . 


68. 小 偏心 率 和 小 倾角 的 情况 


如 同 我 们 在 第 35 节 春 到 的 , 当 在 运动 中 偏心 率 和 民 稻 可 
能 为 零 时 , 拉 格 朗 巨 方程 失效 ,因为 方程 右 端 的 分 母 中 出 霓 。 
和 sini, 

这 个 限制 也 适用 于 柴 倍 耳 方 法 .如 下 所 述 , 利 用 (21) 式 
全 的 表达 式 (第 61 节 小 


HH 全 
9， 一 eh I lL + 3 EE (Co 一 1 十 c'sinv’) 











2 1 ， 
+( 汪 一 让) 土 sin 28 十 Zr 
4 4 G2 2 28 ) 


十 sinp(2g 二 2》 十 襄 sin (2g 十 3z)|. (34) 


由 (C17) 式 所 定义 的 变量 8 中 ,有 


， Os, Os, de 日 5 Bu Be” 
二 8g 十 -十 站 1 + 2 
ET a0 Be B80 Be de’ BG 








因为 9 也 通过 
eV OL’? 
依赖 于 G ， 而 v” 由 下 列 公 式 与 1 发 生 关 系 : 
1 十 2 igE 
1 一 ee 2° 





FEF'—e'sinF'—i,， 霹 ”. 一 y 
由 此 可 得 
He/BG = — G/L"e', 
这 就 把 。” 带 进 分 母 ;计算 中 没有 被 消去 ， 


"14. 





.由 此 可 得 出 结论 当 偏 忌 府 复 小 时 ， 这 里 描述 的 方法 共 


9 














效 . 
关于 零 糯 第 的 情况 与 此 相同 , 辕 为 名 i 出 现在 伟 角 长 周 
期 项 的 分 母 中 ， 因 此 ,在 偏心 率 和 倾 第 很 小 的 情况 下 ,必须 采 
用 第 33 节 提 出 的 变量 ， 
但是 ,由 于 合 凶 的 摄 动 小 ,把 问题 当 作 平 商 来 处 理 ， 即 不 
管 ; 各 变量 ,可 以 得 到 一 个 好 的 解 。 不 过 ,关于 常 心 率 我 们 
则 必须 应 用 变量 9 8 和 《第 33 节 沪 除非 我 们 采用 特别 透 
合 于 零 平 均 仿 心率 情况 的 完全 不 同 的 方法 (例如 希 耳 方法 , 参 
看 第 六 章 ). 











的 . 临界 角 


从 第 66 节 我 们 已 知 ， 采 用 拉 烙 朗 昌 方法 在 第 二 次 近似 
中 ,可 以 找到 分 母 包含 jxo' 邯 近地点 的 平 运 动 的 长 周期 项 . 
由 (31) 式 可 得 

， 0 对 15 . 
J 

因此 ,这 种 长 周期 项 的 分 母 正 比 于 1 一 5 cos6; 当 cosh 
趋 近 于 时 ,分母 趋 于 零 (这 个 临界 倾角 约 为 63*26)。 于 
是 ,这 些 长 膨 期 项 的 振幅 无 限 地 增 大 ,周期 也 将 如 此 ， 上 述 的 
方法 把 刀 当 作 唯一 的 小 量 , 但 当 (1 一 5 cos?7) 可 与 比较 
时 ， 方 落 划 失 其 有 效 性 ， 所 以 ， 我 们 必须 应 用 不 同 的 技术 方 
法 ， 我 们 将 说 明 如 何 用 虚 倍 耳 方法 处 理 这 种 情况 .我 们 将 在 
消去 ! 之 后 (第 51 节 和 第 62 节 ) 着 手 处 理 这 个 问题 ， 任 务 是 
解 正 则 方程 组 《14)。 其 哈密 顿 函数 是 $8" 一品 十 近 十 过 5 十 
中 pr， 由 (18), 《C19) 和 (22) 式 给 出. 

计 人 万 项 : 除 邮 之 外 ,得 到 











"lss 


中 和 一 ds 十 





sh (5 工 ” 9 
LY®? \160”7 16 GG” 
; 5 , Ls LL” 
娘 一 和 十 上 (和 一 2 
15 _ 15 H" .105 EE ) cos28'. 

64 8 GG” 64 GG" 

现在 我 们 尝试 计算 一 个 新 的 母 画 数 : 

$= LL" + Gp + Ha + BSL", GG", H", 中， {35) 

其 中 ，L”"，G",。H", 1"，g” 和 h” 是 新 变量 , 脚 码 ”表示 
8' 中 不 同 阶 的 项 ,下 面 将 对 * 值 加 以 明确 . 

在 第 63 池 中 的 一 般 计算 中 。8， 的 第 一 项 $; 由 (25) 式 
给 出 ,注意 分 子 包 合 用 ， 而 分 母 包含 1 一 5(8'2/G' 一 1 一 
Scos lige 

所 了 以， 如 果 工 一 了 (BAG 是 关于 万 的 1 阶 无 穹 小 
量 , 则 我 们 不 再 能 说 5; 是 一 阶 ,用 > 表示 5; 的 阶 数 (> 之 1] 
和 < 之 1), 

现在 我 们 应 用 第 63 节 的 方法 , 考 虚 (35) 式 , 并 保留 这 种 
展开 式 的 第 一 项 3. 

用 一 禾 十 入 十 和 十. 表示 与 站,g” 和 如 无 
关 的 新 哈密 顿 函数 ， 并 使 其 等 于 几 ， 这 个 过 程 给 出 (高 达 二 
阶 》: 











x (+ 








玉 十 和 十 由 一 各 十 a(L”, G" 十 和 站， "+ 二 top, 
(36) 
其 中 
(2” G+ 03, 8 ) 
dg 


* lilie 





工 ”， Gr”, Hw 十 Bp -Su 
中 区 2 62 Be 
1 pg ( 05) 4... 

20G"” 、Bg 








人 
已 如 4 他 入 
老人 阶 项 总 是 加 和 和 ， 一 阶 项 是 册 和 加 9， 上 必得 
和 一 加 中 一 由 1 
再 高 阶 的 项 必定 是 二 阶 项 ， 即 是 8， 中 ys 和 zp， 但 是 
我 们 也 有 





Be” BE”? 1 十 多 十 w 阶 ， 
和 
Bi {Os Y ， 
因为 B69 不 包含 (1 一 521Go21) 作为 因子 . 


BG”™ 
如 果 《1 十 1 十 她 关 2， 我 们 必须 独立 地 把 第 一 项 和 二 

阶 项 等 同 看 待 ， 故 有 85, / Bg 一 0， 5 与 引 无 关 ，C 一 
CG”"， 即 详 量 的 改变 保持 恒 等 。 当然 ， 这 是 和 我 们 的 假设 矛 
后 的 。 当 (1 二 29) * 2 了 时 ,这 同样 适用 ， 因 为 再 一 次 得 到 
85,/ 9g” 一 0。 闪 此, 我们 同时 取 

1 十 4 十 了 一 了 

1 十 2 一 了 


i Ll 

因此 下 了 
所 以 ,应 用 这 样 的 方法 把 9 展 成 第 一 项 为 万 的 到 阶 
的 级 数 ,我 们 可 以 进行 接近 于 临界 角 的 计算 ， 事 实 上 ,其 至 当 


-il7* 


《1 一 5[ 忆 "7G 更 小 村 ,下 述 的 汗 算 仍然 有 效 。 


这 样 , 当 我 们 把 dp 表 为 
= Deos2g' = 20cofg — 0, 
(36) 式 的 二 阶 项 相等 给 出 
二 ”一 出 十 270coszp — 0, 


十 a C9' 十 由 十 20c0sg' 一品) 





x OS 0 1 Opi (35). 
Bg 2 8G™\ Og 


其 中 ，S's 依赖 于 g'。 伯 为 二 阶 项 ，8 找 18G” 和 3 较 


小 ， 在 下 一 次 的 近似 中 应 当 被 略 去 . 但 是 ， 为 了 保留 长 期 项 
( 当 ~>i 时 ,长 期 项 不 趋 于 零 ), 我 们 将 只 略 去 32Bcosg27 





G » 并 保留 等 式 ， 
$F = 0 20c0g 
全 ， 5 
t sor 《ui 十 只 并 一 
工人 (850 
2 DG \ Ag 
分 离 出 与 g' 无 关 的 项 ,得 到 下 列 两 个 等 区 ; 
$7 一 人 一 中 


1 Og fsin -9 加 
2 HG" (ee 人 十 - 7 CP 十 中 若 9) 


,Bsn 十 20co0sg = 0, 
dg 


(37) 


(38) 


第 一 式 给 出 p27。 而 第 二 式 确定 了 8siy8g ， 人 也 就 确定 


了 了 im 
令 





一 8 十 幅 一 9778G” 
pOG'" ” 


9 118 = 


二 全 本 ， 于 


8 
我 们 得 到 
3 一 4 士 wW 42 一 下 sinzgs 。 (39) 
加 


79. 临界 角 附 近 近 地 点 的 天 平 动 
(39) 式 的 积分 不 能 用 初等 函数 表示 。 必 须 引 入 和 栖 吓 函 














如 果 用 代 赫 8 中 的 五 ?776 ， 我 们 看 出 在 临界 邮 关 


5 效 (- 瑟 -人身 
因此 ,8 的 符号 取决 于 a 一 月 )》 的 符号 ， 由 于 6 一 
LC 一 e") 之 上 LL”"。 故 有 
BB 所 0， 如 果 J 二 有; 
B= 二 0, 如 果 大 一 -3 
下 0， 如 果 万全 了 
对 于 地 球 有 有 下列 近 似 值 : 
Ti 000108, = 0.000002， 
17， 因此 B > 0. 
现在 我 们 来 厂 究 这 种 情况 ,并 令 是 一 B/A', (39) 式 的 
积分 给 出 





so AAA Rsinig* dg*. 
让 我 们 更 细致 地 研究 近地点 的 运动 ， 为 了 考虑 上 面 作 出 
的 变量 变换 六 一 8 一 /2， 可 把 形式 为 《23) 的 方程 组 ( 借 


中 来 区 + 


助 于 母 涪 数 (35) 给 出 变量 变换 ) 写 为 


G” 一 " 一 oy, gi = g™ 十 S09， C40) 
其 中 ， 时 一 和 一 mW 
形式 为 
6" 一 常数 ， g; 一 (一 2】 (人 一夫 (41) 


的 方程 (490) 关于 gy 的 解 可 写 为 
2 








BaG” 28 80" 
x | 
+ Vl 一 Re singp 
A OB (g* /Ti 
一 1 一 ap 了 42 
28 8 v Rsin’p PY 《 ) 


上 式 是 关于 g* 引 数 g 的 隐 函 数 ,而 gi 本 身 是 时 间 的 线性 
函数 ， 
VB 
由 临界 倾角 和 的 定义 , 当 i 一 i(4 一 0) 时 ,六 一 
兆 于 无 穷 大 ,在 i 一 i 附近 ,《 > 1。 我 们 必须 改变 (42) 式 
中 困 “ 色 一 cos0/VR 一 1 所 定义 的 变量 ,以 求 得 典型 的 
粮 团 函数， 
计算 需要 葬 钞 地 用 柚 圆 函数 处 理 。 这里， 我 们 不 再 转载 
计算 过 程 ;而 仅仅 指出 ， 只 村 4 是 小 量 《〈 站 > 1)， 由 (42) 式 
定义 的 函数 的 倒数 就 是 转 期 性 的 ,其 局 期 为 
arc sinw | 
Pa—4 f J 





振 枉 为 arcsin 和 
当 1 一 0，4 一 0 时 , 解 简化 成 2* 一 0, g" 一 x/2， 


+ ha. 


近地点 固定 在 纬度 最 高 的 一 个 点 上 . 

当 1/t 半 0， 市 让 之 1 时 , 上 面 的 考虑 表明 , 近地点 转 
绕 gr 一 0 点 进行 局 期 竹 的 运动 ,其 振幅 为 【1 。 局 期 为 P. 
我 们 注意 到 ,这 种 运动 的 周期 本 来 就 取决 于 禄 始 条 性 , 而 实际 
上 对 初始 条 件 特别 敏感 .事实 上 ， 当 相当 接近 于 地 球 的 卫星 
的 倾角 只 从 ia 变化 到 i 土 8 时，1/ 克 则 从 0 变化 到 1， 

这 种 振荡 的 局 期 缺乏 到 目前 为 止 讨论 过 的 运转 周期 的 稳 
定性 (运转 周期 随 着 初始 条 件 缓 慢 而 连 绪 地 变化 )， 这 种 新 型 
”的 周期 称 为 天 平 动 的 周期 ,我 们 将 于 第 ?1 节 中 进行 讨论 . 

当天 趋 于 1 时， 天 平 动 的 周期 无 限 地 雯 加， 振幅 趋 于 

在 这 个 极限 上 ,我 们 得 到 近地点 趋向 于 一 个 交点 的 渐 近 
运动 ,这 种 运动 持续 无 限 长 的 时 间 。 

当下 寺 工 时 ,近地点 绕 善 地 球 旋转 ， 天 平 动 周期 就 是 近 
地 点 绕 着 地 球 旋转 的 周期 ， 这 是 本 章 处 理 的 一 般 情况 .虽然 
(42) 式 仍 然 有 效 并 描述 了 近地点 的 运动 ， 但 是 第 64 节 和 和 第 
65 节 的 解 代表 了 其 等 价 的 也 是 有 效 的 解 。 不 过 , 对 这 两 种 表 
这 式 进行 评价 是 困难 的 ， 那 一 种 玫 达 式 收 黎 性 更 好 取决 于 运 
动 是 渐 近 的 〈《 二 1)》 或 不 是 浙 近 的 (% 是 小 量 )。 








71. 天 平 动 的 现象 


在 天 体力 学 中 , 天 平 动 是 一 种 普通 的 现象 , 可 以 在 太阳 系 
许多 天 体 的 运动 中 观测 到 .著名 的 例子 可 以 脱 办 央 群 小 行星 
为 代表 ， 脱 罗 央 群 小 行星 在 轨道 上 处 于 木星 前 后 60*， 某 些 
卫 显 如 土 卫 七 ,也 呈现 出 这 种 类 型 的 运动 。 节 后 , 月 球 绕 轴 自 
转世 是 这 种 类 型 的 运动 ( 月 球 天 平 动 ) 虽然 此 种 运动 与 轨道 
运动 没有 关联 ， 

每 当 解 包 全 有 长 周期 项 ， 其 周期 在 “ 定 的 初始 条 件 下 趋 
向 于 无 穷 太 ， 就 出 现 天 平 动 现象 。 天平 动 的 局 期 可 以 是 近 地 
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点 的 引 数 的 周期 ,如 上 述 的 例子 , 但 更 常见 的 是 共振 的 周期 ， 
摄 动 函数 的 二 个 引 数 的 周期 通 约 时 就 产生 共振 ， 任 何 长 周期 
项 在 邻近 的 运动 中 可 以 引起 共振 ， 只 要 对 应 于 完全 共振 的 平 
奖 点 的 位 置 是 稳定 的 . 天 平 动 根本 的 性 质 在 于 天 平 动 阅 期 
(在 天 平 动 的 区 域 , 天 平 动 周 期 代替 了 运转 的 周期 ), 对 于 初始 
祭 件 的 小 量变 动 是 很 敏感 的 ， 丽 且 ， 一 般 引起 天 平 动 的 初始 
条 仔 的 范 希 很 狭小 ,其 边界 与 淅 近 运动 的 区 域 接 略 . 

在 天 平 动 区 域 的 周转 ,运动 的 类 型 非常 不 一 致 , 相 邻 轨道 
的 某 些 性 质 可 以 是 不 连续 的 (例如 ,近日 点 的 轨迹 》， 但 是 ,这 
些 运动 可 以 用 单 摆 的 运动 来 出 摘 . 在 方程 中 ， 也 显示 出 这 种 
根 亿 性 .根据 初始 条件 (是 击 ) 单 捍 的 运动 可 以 是 竺 动 的 ( 周 
期 性 的 往复 )、 渐 近 的 (趋向 于 不 稳定 的 上 面 的 平衡 位 置 ) 或 旋 
转型 的 ( 捍 绕 着 轴 转 ). 

初始 条 性 很 小 的 变化 可 以 完全 政变 运动 的 状态 ， 这 问 样 
适用 半天 体力 学 。 研 究 这 些 运 动 的 特点 是 这 门 科 学 最 困难 的 
方面 之 一 ， 
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第 六 章 ”月球 理论 和 卫星 的 运动 


月 球 是 最 近 的 自然 天 体 ， 其 位 置 的 现 油 精度 最 高 , 因此， 
很 自然 地 解决 月 球 运动 的 问题 的 精细 程度 ， 为 我 们 对 任何 天 
体 所 不 能 希望 的 。 最近 两 个 世纪 以 来 ， 许 多 数学 家 以 各 种 途 
径 进 行 了 尝试 ， 他 们 的 工作 已 经 对 天 体力 学 和 这 门 科学 主要 
的 问题 之 一 一 一 月 款 的 运动 问题 (月 球 笃 论 ) 作 出 了 第 一 流 的 
贡献 ;其 中 ,最 杰出 的 是 拉 普 拉 斯 . 邦 加 雷 、 汉 直 、 德 洛 勒 , 希 丁 
和 布衣 . 


72. 上 月球 理 论 的 主要 问题 


月 球 绕 地 球 运转 主要 受 太阳 摄 动 ， 其 他 天 体 也 引起 一 些 
报 动 ;但 是 正如 我 们 在 第 8 节 已 经 看 到 的 ,它们 的 作用 要 螺 得 
多 。 地 球 的 高 形 ( 套 看 第 55 节 ) 也 有 影响 ,但 由 于 月 地 相距 其 
远 , 其 作用 是 很 小 和 的 (第 56 节 )， 事 实 上 ,月 球 所 受到 的 实际 
振动 很 好 地 近似 于 假设 太阳 是 唯一 的 摄 动 体 ， 而 地 球 绕 太 阳 
在 一 个 不 变 的 克 普 勒 椭 贺 上 运转 。 在 这 些 简 化 条 件 下 ,月 球 
运动 的 研究 通称 为 月 球 理论 的 主要 问题 ， 

由 行星 引起 的 报 动 称 为 直接 的 行星 术 动 ， 而 由 于 地 球 受 
到 行星 的 报 动 使 地 球 的 饥 道 不 是 准确 的 补 加 ， 从 这 一 事实 疡 
引起 的 月 球 运动 的 差异 ， 称 为 间接 的 行星 操 动 ， 间 接 的 行星 
报 动 比 直 榜 的 行星 摄 动 好, 但 比 太 阳 的 摄 动 则 弱 得 多 ， 

为 了 用 公式 表示 月 球 的 运动 ,我 们 计算 密 著 报 数 的 变化 ， 
或 者 计算 球 坐 标的 变化 、 这些 变 化 被 表 为 疡 谓 月 行 差 的 局 期 
项 之 和 ， 其 中 一 些 月 行 差 很 早 就 知道 了 ; 依 巴 谷 已 经 知道 出 
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差 ; 克 普 勤 已 知 二 均 差 ; 更 不 必 说 交点 的 道行 运动 和 近地点 
的 前 移 ,这 两 种 运动 的 周期 和 蝴 望 月 一 起 决定 了 交 食 的 循环 。 
我 们 将 首先 简短 地 讨论 主要 的 月 行 差 ,然后 ,介绍 这 些 最 著名 
的 月 球 理论 的 基础 ， 


73. 月 球 理 论 主 要 问题 的 近似 解 


月 球 运 动 主要 问题 的 振动 函数 已 在 第 45 节 和 第 46 节 建 
立 ， 并 已 表 为 密切 变量 sy 1, 有 w， 向 径 “， 真 近 点 角 ”和 
下 阳 相 对 于 地 球 的 启 径 *” 与 真 近 点 和 角 ”的 国 数 【第 46 节 
方程 《417]. 

在 主要 的 月 行 鞠 的 近似 研究 中 , 引 人 下 列 简 化 条 件 ; 

{a) 鉴于 月 球 的 倾角 i 是 小 量 (5°8)， 我 们 可 以 在 报 动 
函数 中 了 略 去 六 

tb》 了 巍 去 地 球 轨道 的 偏心 率 efe 一 0.016)。 

{c) 了 略 去 高 于 全 的 项 。 这 里 ，< 是 月 球 轨 道 的 仿 心 率 
Ce mo 0.054), 

但是， 必须 注意 > 在 月 球 运动 的 精确 研究 中 , 不 采用 这 些 
简化 条 件 ， 

由 条 件 (a),; 在 第 4 章 报 动 销 数 (41) 式 中 ,我 们 可 用 i 代 


在 sn;,， 用 (1 一 了 代替 cos 了 ,而 且 由 条 件 Cb ， 我 们 可 


用 1 代替 a'/x"， 用 太阳 的 平 近 点 角 对 ' 代替 wv'。 因此 ,我 
们 有 


了 3 
R, ~ na 全 仁 一 三 ?十 三 (1 一 二] 
理 ， 【4 8 二 立 
， 3 
X cosz2feo — wm +r—M tt 
X [cos{2w 28) 二 cosC200' 十 2M — 20)]). 1) 
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应 用 条 件 〔c)， 并 进行 类 似 于 第 40 节 中 二 体 问 题 的 函数 
展开 的 计算 ,得 


3 
后 COSZY 一 3. 一 3ecosM 十 (1 一 三 “2 )eos2M 
‘A 了 ， 2 
十 ecos3M 十 ecos 1M ， {2) 


Lr S$ 3 。 
一 |] sna2a 一 一 3esinaM 十 11 一 本 sin2M 
三 


tcesin3M + esin4M, C3) 
2 2 Fj 
(EE) 一 12Iec0M— Coos2M, (Cty 
2 了 


当 对 。 的 展开 进一步 进行 下 去 时 ， 头 两 个 展开 式 的 系数 
不 再 保持 恒 等 。 对 于 不 合 ?作为 因子 的 项 进行 以 上 的 代 换 。 
由 于 ? 是 小 量 ,忽略 Pe 项 ,更 不 必 说 Pc? 项， 
这 样 ,每 当 ?为 因子 时 ,可 以 用 1 代替 (二)】 ,用 MM 代 起 
v。 招 
(三 ) eos2C0 一 上 十 pg 一 对 二 全) 


pF 
() cos2¢eos2(wm — 0 — M' + 0) 
rr 了 
一 全 jn2vsin2tw — 0 — M+ oOo) 
代替 ,并 利用 (2) 式 和 (3) 式 , 得 
ecos2twm — wo — M+ 0) 
一 3ccosf2om 一 2 一 2 十 2? 十) 
十 4 一 二 ojces2o 一 习 —M'+4+ M) 


十 ecosf2m 一 20 — 2M’ + 20+ 3M) 


-2 





中 oaeosf32o 一 2 一 2 于 十 2 如 于 4MD。， 
这 样 ,我 们 得 到 下 多 RR 的 展开 式 : 
R, 一 na [二 + -32 


2 
一 eos M— eos2M 
4 3 立 和 


十 芝 cacosf2 .20 — 2M' + 20) 

ceosf2o — 20 — 2M' + 20+4M, 

十 仁 一 瑟 © jeos 200 — 20 — 2M' + 20 + 2M) 

十 部 eeosf2o — 20° — 2M’ 十 29 十 3M) (C5) 
二 BE cos (20 一 20" 一 2M 十 29 十 41) | 
3 


十 a [- 了 一 eos20 — 20 — 22M’ 20 4 2M) 


+ os 20 十 2M) 十 cos C2 + 2M’ -— 209) |. 


应 用 拉 格 遍 日 方程 于 上 列 拒 动 函数 ， 则 得 根 数 的 变化 。 
因此 ,应 用 近 格 朗 日 公式 [第 三 章 《45) 式 ], 我 们 可 由 FR， 
的 非 周 期 部 分 





Rs 一 ao2ez| 工 十 过 : 了 于， 
“4 各 
计算 近地点 和 开交 点 的 长 期 运动 的 第 一 次 近似 值 : 
dy 1 _ ORs 


2 (i+) (£1) 
Ma 2 8 


和 











一 一 -一 = 一 一 一 一- -一 








dr EE Be na l—e sni: dr 
os na (1 <) 十 Na Q 十 <) 和 
Hae 2/ 8 Ma 2.8 
区 
2 7” 
由 此 得 


a a0 da 3 (0). 
me ar Ar 寻 天 2 


下 式 是 比较 精确 的 表达 式 ( 格 去 =) 

ds ,3 (ev 225 /ay 4107 fay,.. 

人 (人 + 三 ) Ta (£) t+ | 
数值 应 用 . 

太阳 的 平 运动 #' 一 360?/ 年 (每 年 为 365.25 天 ), 而 月 球 
的 平 去 动 x 一 4812*7/ 年 ， 

于 是 , 我 们 求 得 人 一 一 20916/ 年 和 5 一 39909/ 年 ， 
周期 分 别 为 17.386 年 和 9.21 年 。 真 实 运动 的 完整 理论 得 出 相 
应 值 为 18.60 年 和 8.85 年 。 


?4. 月 球 运动 的 主要 月 行 亲 
”可 以 用 类 局 的 方法 得 到 报 动 阔 数 的 其 他 项 的 结果 ,但 是 ， 
我 们 不 用 密 印 根 数 而 研究 月 球 的 经 度 入 纬度 的 变化 。 例如 ， 


从 第 43 节 《35) 式 求 得 真 经 度 为 
上 一 pz 二 ww 十 避 


" EE 
一 a totM+ (em +)sinM 


+ (Ete sin + C6) 


"1l27. 


同样 地 ,纬度 了 由 
sin 中 一 sinzsinfo 十 zz》 (C7) 
给 出 ,其 中 ,* 也 将 表 为 。 和 对 的 函数 . 

把 摄 动 丽 数 RR (方程 5) 代入 拉 格 朗 昌 方 程 进行 积分 ,并 
把 结果 代入 (6) 或 (7). 但 是, 必须 注意 , 和 第 51 节 一 样 , 计 
算 好 必须 预先 积分 = 的 上 方程 ;其 结果 是 三 角 表 达 式 ,终结 式 给 
出 月 球 的 真 轨 道 ， 

月 球 运 动 的 中 心 差 实质 上 是 经 麻 ”一 对 、 向 径 * 一 4 和 
纬度 相应 的 项 的 展开 式 ， 这 些 展开 式 和 第 四 章 中 的 展开 式 类 
位， 还 应 当 加 上 相同 引 数 的 摄 动 ， 中 心 差 描 述 了 月 球 的 基本 
轨道 ,这 是 一 个 略微 变形 的 槛 贺 , 其 篇 心率 为 0.0549， 这 个 基 
本 轨道 进行 二 重 旋转 : 其 一 是 在 轨道 而 内 绕 着 轨道 的 焦点 旋 
转 ( 近 地 点 的 运动 》; 其 二 是 绕 着 糊 贺 平面 上 的 轴 旋 转变 点 
的 运动 》. 

月 行 莹 是 用 变化 的 再 期 旋转 的 基本 轨道 不 固定 的 变形 ， 
它们 是 外接 动 鹃 数 不 同 的 项 引起 的 ， 主 要 的 月 行 其 如 下 : 

(1) 起 源 于 RK, 的 项 | 


ncostlw’ 十 2af — 20)., (8) 








在 纬度 上 的 主要 摄 动 ,由 于 引 数 中 不 存在 对 , 故 给 出 28 的 除 
数 , 其 结果 相当 于 增加 12 们 的 贡献 ， 在 纬度 上 , 还 给 出 正比 
于 sn Cw 十 导 十 20 一 20' 一 2M') 的 变化 , 鞭 周 期 为 32.28 
天 :振幅 为 1024“ 即 约 为 550 公里 ). 

(2》 出 差 ,主要 起 源 于 中 下 面 的 项 : 


三 morereos [2Ko + 0) — 2CM’ + wy] 


-一 于 naecos[M 200 0)— 20M ow)],. (9) 


ys 128 


计算 络 出 在 经 度 上 出 差 的 下 面 结 昌 
12274 sin [M+ 2€00 + GB) — 2CM 十 oo， 

其 周期 为 31.812 天 。 这 是 在 月 球 理论 中 最 全 要 的 月 行 差 ， 依 
巴 谷 已 经 知道 了 出 差 ， 出 差 引 起 月 球 位 置 的 偏 称 接 近 革 月 球 
直径 的 2.5 倍 ， 

(3》 二 雹 差 , 具 有 

2M wto— MO—w') 

的 引 数 和 太 约 14.78 天 的 周期 “准确 等 于 半 个 太阴 汶 》， 对 于 
经 度 相 应 的 系数 ,包含 有 


下 2 
本 二 二 于 中 人 二 上 
16 Ea 3 4 2 


(全 + 要 (+ 
这 给 出 3930” 的 振幅 。 二 均 差 是 第 谷 发 现 的 , 它 是 仅 次 于 出 
差 的 第 二 个 重要 的 月 行 差 。 
C4》 月 角 盖 ,其 周期 是 二 均 差 周期 的 二 倍 , 在 经 度 项 中 引 
数 CM 十 w 十 8 一 M' 一 wa') 的 系数 为 
站 ]3 za" 93 Fo 
-区 +) 
其 牧 幅 约 为 125”， 
这 是 具有 o/s ”作为 因子 的 最 大 的 月 行 差 。 拒 这 个 振幅 
距 观 测 值 比较 ,可 以 泗 脐 地 球 和 太阳 的 距离 (或 视差 ); 因 上 时 称 
为 “月 角 差 "(视差 月 行 差 ). 
(5) 周年 差 ,其 周期 为 一 年 ( 引 数 M')， 振 幅 为 668” ,经 
度 吕 的 系数 加 


加 袜 十 2 人 (全 二 L201 ,( (2 + .yD 
mn 16 


吕 扫 ,同年 关 信 表 于 地 于 机 六 的 信心 < 。 
还 有 大 量 的 没有 命名 的 其 他 月 行 差 ， 事实 上 ， 我 们 找到 


捍 二 卫生 

















13 个 振幅 超过 100” 和 46 个 振幅 在 1” 和 100 ”之 撞 的 经 麻 
月 行 差 ， 

在 普遍 地 用 于 污 蔬 计算 移 布 朗 理 论 中 ， 我 们 知道 有 310 
个 不 同 周期 的 月 行 差 。 


75. 各 种 月 球 运动 理论 


计算 所 有 振幅 在 基 一 个 限 亿 内 的 月 行 差 。 并 使 其 表示 被 
疯 调 到 的 锅 道 ， 秘 为 月 球 运动 和 理论。 大量 的 方法 已 用 于 这 种 
计算 .上 面 已 经 扣 到 ， 在 这 种 理论 中 所 作 的 假设 涉及 到 主要 
问题 的 解 ， 其 结束 是 月 球 好 心 坐标 经度、 纬度 和 向 径 ) 的 时 
间 函 数 数值 表达 式 ， 

各 种 方法 的 差别 主要 在 于 克服 这 些 困难 的 程度 、 采 用 的 
坐标 系统 和 选择 的 比较 轨道 ( 称 为 中 间 轨 道 ) 的 不 同 . 

了 观 在 我 们 将 简要 地 介绍 由 德 洛 勒 、 布 良和 汉 申 提出 的 三 
种 不 同 的 与 论 . 一 百年 素 ， 这 些 理 论 已 作为 计算 月 球 适 动 的 
基础 ,其 中 的 每 一 种 都 是 多 年 工作 的 结晶 .当然 ,在 这 里 我 们 
不 可 能 详细 部 述 它们 的 来 万 去 脉 ， 而 只 能 是 简单 地 介绍 每 种 
理论 的 主要 特征 ， 








76. 褐 洛 勒 的 理论 


德 洛 勒 于 1860 年 和 1862 年 发 表 了 他 的 理论 ,代表 了 月 
球 运动 理论 和 最 广泛 的 分 析 研 究 。 他 的 目标 是 把 月 球 的 坐标 表 
示 为 傅 里 时 角 数 的 形式 ， 级 数 的 系数 是 下 列 各 量 【 进 均 为 小 
量 ) 的 有 限 展 开 式 : 

“和 *， 月 球 和 太阳 的 轨道 篇 心率 ; 

?y 一 sin =， 其 书 i 是 颌 衣 ; 

#'fn， 太 阳 和 和 上 月 不 平均 运动 之 比 ; 
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afa'， 半 长 径 之 比 . 

和 至 今 所 时 到 的 所 有 问题 一 样 ， 我 们 将 从 二 乐 问 题 的 所 
道 著 手 研究 。 我 们 展开 摄 动 函数 ， 并 把 方程 写成 德 洛 勒 变量 
工 ， Gy 万, 18 和 以 及 赤 阳 的 平 近 点 和 了 一 2 人 一 和 的 
函数 (参看 第 32 季 ), 这 些 方程 是 正则 的 ， 但 是 哈密 顿 落 数 依 
赖 于 时 间 ，5 引 入 两 个 新 的 变量 : 下 一 ! 和 一 个 共 轿 的 变量 下 
(参看 第 20 节 ), 可 使 得 哈 窒 蜂 函数 不 依赖 于 时 间 ， 这 样 ， 我 
们 有 了 由 对 共 氏 变量 的 正则 方程 组 ， 新 的 哈密 顿 酷 数 由 原先 
的 哈密 疾 函 数 加 上 天 得 到 。 

德 洛 勒 从 哈密 顿 逊 数 中 分 出 一 个 重要 的 周期 项 

= A 二 Becosd tb. 

其 中 ， 4 是 不 依赖 于 变量 &, Ag 1 的 项 ， 而 日 是 这 些 变 量 
的 线 社 函数 ,其 系数 为 整数 ,6 一 sg 十 ae 站 十 oa 大 -ai 由 包 
括 摄 动 函数 的 其 余部 分 。 

作 正 则 变换 ,我 们 可 使 9 成 为 正则 变量 之 一 (我 们 将 记 为 
站 ， 并 得 到 下 面 的 表达 式 : 

$= ACL, G, Hs KEK) + BL, GG, H, K)eost -十 四。 

解 下 列 具 有 哈密 顿 函数 中 * 一 4 十 B eosi 的 正则 方程 组 ; 























dL _ Op* dG Ob* 

ds a de Bg “ 

dH Op* dAK _ Oph* 

dr Bp ds BR 

al 0 p+ dg _ Og* 

Az BL” dz BC ” 

dh Hph* dR _ dp" C12) 
dz BH’” dr dR 


国 为 $Y 不 依赖 于 g，h 和， 第 二 、 三 和 四 三 个 方程 
的 而 端 为 零 , 进而 在 解 中 C， 吾 和 开征 常数 .因此 ,我 们 只 
需 解 
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dL OG dl _ 8 由 
dz [a 三 aL" 
可 以 用 各 种 方法 解 出 这 组 方程 。 德 洛 勒 应 用 的 方法 太 长 
了 ,这 里 不 能 痪 述 ， 它 相当 于 从 下 面 的 母 兽 数 出 发 , 青 进 行 一 
次 新 的 正则 变换 : 
Ss=L1i+Gg+Hg 二 kK 十 十 十-…-， 
与 第 63 节 中 应 用 的 变换 完全 类 似 , 事 实 上 间 题 是 同一 个 ， 我 
们 上 愉 考 虚 一 阶 和 解 ( 姑 只 有 3 .新 的 变量 L', 86', H', KR', 8 
,多 是 这 样 定 义 的 , 它 使 新 的 哈密 顿 水 数 6B* 不 再 包含 了 。 
然后 ,这样 定 义 的 变量 变换 被 应 用 到 具有 哈密 晤 函数 
中 一 pb* 十 由 
的 原 方 程 组 ,变量 的 变 鸡 使 得 Bcosi 项 众生 中 消失 ， 或 至 少 
降低 表征 摄 动力 的 小 量 的 阶 数 一 阶 。 
现在 , 我 们 对 只 的 新 项 进行 同样 的 计算 , 依次 消去 它 ， 
并 继续 这 个 过 程 直到 我 们 已 经 消去 毛 有 可 能 显著 影响 解 的 
项 
经 过 NN 次 这 样 的 变换 之 后 ,我 们 得 到 第 和 N 组 坟 知 量 ; 
_ Lys Gn» Hw, Ky lns Rm hy 和 Ks 
和 哈密 顿 函 数 





bn = AnCLns Gus Hys Kw), 
现在 , 方 泽 化 为 下 列 形 式 ，: 








ALy , BPu yo de _ Ohy 1 
a Bl 7? dt Bey 
dHy _ at -0 dKy, ao， 
dr HA AF OR 
din_ _ py EN 日 向 
EE OLy” 各 OG” 
Hin 站 和 dik\ dpby 





dr OHy” dr BKyw” 
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其 结 采 是 Kn， Gw; Hw 和 Kw 为 常数 ,而 和 mr， gus &w 和 

ky 为 时 间 的 线性 孜 数 ， 
ln = lst — ho, gw 一 一 
By = Bt — Ros Ry ~ knt — boo, 

因为 我 们 已 经 定义 了 逐次 的 变量 变换 ， 所 以 我 们 知道 相 
继 的 两 组 变量 之 间 的 关系 ,并 可 以 逐步 邮 确 定 初始 变量 (密切 
根 数 ? 和 最 后 的 变量 之 疗 的 关系 式 : 

L = FtLyws Gn Hw, Kn, ly» BN bn, Rw) 等 ， (C13) 

f= FlLys Gn Hn, Kns lns gus hs Rn) 等 。 

其 中 ， 工 wy， Gx， Hx 和 Kw 是 常数 ， 而 变量 Prvw BN A 和 
ky 是 时 间 的 线性 函数 ， 于 是 ,我 们 已 经 找到 月 球 运动 问题 的 
解 ， 余 下 的 全 部 问题 就 是 必须 确定 作为 Ly,， Gxs Hw 和 Kw 
的 函数 的 任意 常数 <: 7 ,a 和 a 使 这 些 常数 在 一 个 无 限 的 
时 间 间 隔 内 具有 平 模 数 或 概 数 的 平均 值 的 特征 。 然 后 ， 按 照 
要 求 的 形式 表示 解 ， 并 使 我 们 能 够 求 得 密切 根 数 的 任何 函数 ， 
转 别 是 求 得 天 体 的 坐标 . 

因此 ,在 德 洛 勒 方法 中 ， 我 们 采取 连续 消去 局 期 项 的 方法 
来 计算 等 价 于 一 种 坐标 系统 的 天 圆 根 数 的 报 动 .长 期 项 只 是 
在 此 过 程 的 未 了 才 出 现 . 

这 个 方法 实质 上 和 第 5 章 介绍 的 关 王 人造 卫 旦 的 柴 伴 耳 
方法 相 宫 事实 上 ， 柴 倍 耳 方法 基本 上 是 德 洛 勒 方 车 的 改进 
和 简化 . 

德 洛 勒 用 这 种 方 话 处 理 了 230 个 以 上 的 摄 动 函数 项 ， 给 
出 月 球 的 坐标 近 460 项 ， 代 表 作 为 小 参数 的 函数 的 这 些 项 的 
有 限 展 开 式 中 总 共 一 万 个 以 上 的 单项 .。 

现在 ， 用 数值 代替 这 些 参数 足够 了 这些 数 信 的 改进 只 
不 过 相当 于 C13) 式 中 的 一 个 代 换 ， 但是, 德 洛 勒 所 忽略 的 项 
不 是 很 小 的 ,为 了 达到 现代 的 观测 精度 ,至 少 要 用 5 倍 的 项 进 

1333. 
































行 同 样 的 计算 . 


77. 希 耳 和 布朗 的 理论 


这 全 理论 是 以 杰 世 纪 初 希 耳 进行 的 理论 工作 为 基础 的 ， 
并 成 为 现代 月 球星 历 表 的 基石 ， 

德 治 勒 理 深 的 主要 困难 之 一 ,是 由 于 以 ” /> 展开 的 级 数 
收 合 很 慢 , 因 此 过 计算 很 多 项 ， 这 个 比值 n/n 的 数值 已 由 观 
测 很 精确 好 测定 了 .。 和希 丁 的 建议 ( 布 良 进 一 步 发 展 和 应 用 ) 是 
不 从 椭圆 辆 道 开 始 , 而 应 当 从 已 经 包含 了 全 部 内 依赖 于 /3 
的 气动 的 中 间 轨 道 着 手工 作 。 另 一 个 重要 的 特征 是 用 直角 举 
标 代 替 概 数 ,这 就 不 需要 根据 椭 莒 根 数 进行 报 动 范 数 的 展开 . 

中 间 轨 道 ( 称 为 二 均 扫 道 ) 用 下 列 的 方法 得 到 : 我 们 考虑 
一 个 平面 的 问题 ， 月 妹 在 黄道 平面 内 运动 总 昧 着 求解 对 只 孝 
说 与 ; 无 区 的 项 ，。 我 们 进一步 假设 邓 蒜 在 一 个 夯 上 绕 着 太阳 
运转 ,这 吉明 或 解 时 只 计算 与 。" 死 关 的 项 最 后 , 从 第 4 章 
《39 式 定义 的 摄 动 冰 数 中 ,我 们 只 保留 记 : ， 


: . 
Ri 一 Kr (— py 十 二 cos’S )， km 一 a, 
rr 














计算 时 申 去 a/a', 这 意味 着 太阳 是 在 无 穷 远 处 ， 基 吸引 
力 等 于 在 虐 离 。 处 所 作用 的 力 《 参 看 第 73 节 }， 在 平面 直 
角 坐 标 中 ,运动 方程 为 


ax 一 xz 全 只 








de 8 Bx “ 

Py py OR ， 人 4 
一 一 一 一 十 一 一 ， Ea, 

Ei 7 Or 


希 耳 选择 一 个 以 角速度 na” 旋转 的 坐标 系 ,Tx 轴 始 终 是 
通过 地 心 并 指向 太阳 ， 太阳 的 砚 局 运动 准确 地 是 平均 运动 
x 《参看 图 10)。 我 们 有 
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辕 如 


Rreoss, 了 sins, 
Ro rcosntt ysinn'ts 
Y= — xsinntt ycosnt, 


通过 这 种 变量 的 变化 每 到 下 面 方程 组 : 





AX 一 29 全 十 的 -一 — 3nX — 0, 

de de C15) 
EY + 2 ‘ax er 

dr Fa Li 


上 面 方程 组 的 遂 解 给 出 全 部 6147 式 的 解 的 轨道 , 则 根据 
上 面 作出 的 假设 ,在 月球 理 论 中 只 依赖 于 #/n 和 “的 项 ， 

应 用 这 些 方程 ， 我 们 尝试 找 出 只 包含 与 #*/n 有 关 的 项 “ 
的 解 , 即 对 应 于 。 ~ 0 的 项 .这 个 二 均 轨 道 是 方程 组 !1 细 的 
周期 解 ， 对 于 OX 轴 和 27Y 轴 是 对 称 的 。 解 的 形式 如 下 ; 


一 > gicos (2 + Dla Om I) Oo— Hm), 





: Ge) 
一 之 1 aisin (C27 + 1 nr — nt — io), 

其 中 ,每 一 个 桑 数 a; 和 a; 都 是 关于 * An 一 2) 的 蚌 级 数 ， 

现在 我 们 用 数值 代 状 n'/n， 因 而 级 数 (15) 也 为 数值 所 代替 ， 

于 是 大 大 简化 了 计算 ， 这 种 方法 的 第 二 步 在 于 找 出 【15)》 式 
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的 一 全 比较 普 岂 的 解 以 便 得 到 依赖 于 e 的 项 ， 所 要 求 的 解 表 
为 下 列 形式 : 
= ,+ Gx, 
Y= Y,+ By, 
代入 4) 式 , 记 住 X。 和 加 是 方程 的 解 , 并 令 
日 一 下 十 二 有 和， 
”2 
得 到 关于 8x 和 68y 的 微分 方程 ( 略 去 sr 和 8y 的 平方 》: 
PBx .d8y _ HQ 0:0 
人 
zy ordir 8 sp 00 
dr at Ory Hy’ 
的 导数 由 此 二 均 轨 道 求 得 。 这 个 方程 组 的 解 包 含 第 二 
个 局 期 , 它 和 近地点 的 周期 没有 什么 森 同 ， 
应 用 类 似 的 改正 方 革 ,我 们 建立 z 的 方程 《不 再 上 略 去 门 ， 
并 把 第 三 个 周期 引信 解 中 交点 的 周期 ， 
用 类 似 的 方法 进行 其 余部 分 的 计算 ， 建 立 所 计算 的 项 的 
微分 方程 ,并 记 住 原先 算出 的 项 是 类 似 的 微分 方程 的 解 ， 
当 摄 动画 数 的 其 他 部 分 被 尽 可 能 加 到 (15) 式 以 后 得 到 
的 各 种 方程 ,在 形式 上 和 处 理 上 同 《15) 式 类 似 。 
和 n/n 术 同 ,其 他 参数 在 计算 时 保留 代数 形式 ,只 是 在 
最 后 才 用 它们 的 数值 代替 . 
” ”这样 ,我 们 已 经 看 到 , 在 布朗 方法 中 , 我 们 首先 计算 变 差 
的 主要 部 分 ， 其 次 ,计算 依赖 于 。 的 项 ,这 些 项 特别 地 代表 近 
节点 的 运动 和 出 闫 ， 然 后 ,我 们 计算 交点 的 运动 。 再 后 ,一步 
一 步 改进 计算 结果 ,把 比较 次 要 的 月 行 差 项 也 包括 进去 ， 
和 德 洛 勒 方法 的 情况 不 同 ， 榴 圆 脓 数 只 是 起 着 次 要 的 作 
用 ;因为 坐标 是 直角 的 坐标 ,而 初始 中 间 轨 道 是 二 雹 辆 道 . 
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78. 汉 申 的 理论 


汉 申 的 理论 发 表 于 1857 年 , 蓉 至 比 德 洛 勒 的 理论 发 表 更 
早 。 汉 审 给 出 和 德 阁 勒 方 靶 同 样 精度 的 解 。 但 是 ， 因 为 提出 
得 更 早 , 所 以 更 汪 被 应 用 。 虽 然 , 汉 申 的 理论 原先 是 对 月 球 适 
动 的 问题 给 出 计算 公式 ,但 基 , 后 来 它 比 较 成 功 地 用 于 行星 型 
的 问题 ， 因 此 ,我 们 将 在 第 7 章 (第 85 入 至 第 87 节 ) 简要 地 
讨论 这 个 理论 . 





79. 理论 的 改进 


同 近 代 的 观测 精度 比较 表明 ， 需 要 改进 上 汶 获 得 举 标 或 
密切 根 数 的 数值 级 数 解 的 月 球 运动 理论 。 纯 代数 理论 《如 德 
洛 勒 理论 ) 的 杰出 优 点 是 ,只 要 简单 地 代 人 更 好 的 数值 ， 精 度 
就 能 得 到 改进 ， 而 其 他 的 理论 ， 特 别 是 布朗 的 理论 则 不 能 这 
样 做 。 因 此 ,根据 过 去 50 年 来 的 观测 结果 进行 理论 的 改进 看 
来 是 必要 的 ， 

用 于 改进 月 球 运动 理论 的 方法 之 一 如 下 ， 考 寨 下 列 简化 
形式 的 徽 分 方程 组 ; 


drs ， ， 
3 = Fitri 1 tj 和 66, 





它 依 赖 于 六 个 采 知 量 ` 和。 
设 有 一 个 竺 改进 的 由 纯 数 信 表 达 式 构成 的 近似 解 2/,# 
是 其 中 唯一 的 文字 量 。 把 这 个 解 代 人 上 面 方程 的 右 端 ， 并 设 
志 (f)》 是 这 种 代 执 的 结果 ， 
对 方程 
rt 


而 一 Fi 站 


进行 积分 ,得 


* 时 才 7 。 





x = xio 十 人 fx dt, 


我 们 宁可 与 观测 比较 以 决定 w。 信 ， 而 这 样 便 得 到 六 个 
新 的 x? 级 数 。 这 个 过 程 可 以 重复 几 次 ,把 xt 当成 一 个 新 
的 近似 数值 解 , 并 与 上 面 的 而 一 祥 地 处 理 等 等 - 

虽然 没有 安 展 普遍 的 级 数 解 的 理论 ,但 是 已 经 拱 出 ,甚至 
在 参数 myz，。， * 和 :不 是 小 量 的 困难 情况 下 ， 这 种 级 数 
也 收 俩 于 方程 组 的 解 。 因 此 ;我们 有 了 长 进 理论 的 一 种 方法 。 
思 殉 特别 将 这 种 方法 用 于 布 庚 的 理论 ， 




















80, 其 他 自然 卫星 的 运动 问题 


月 际 的 运动 不 是 太阳 系 中 唯一 的 一 个 河 题 ， 其 他 自然 卫 
星 如 木 卫 6 和 木 卫 ?7 也 有 很 类 似 的 情况 。 查 是 ， 在 自然 卫星 
的 情况 下 ,作用 力 之 何 的 比率 是 不 同 的 ,否则 间 一 天 体 的 二 是 
卫星 将 彼此 互相 作用 . 

某 些 卫星 特别 是 木 卫 8 的 运动 代表 了 月 球 理论 的 一 种 极 
端 情况 ,在 这 种 三 体 问题 中 ， 参 数 we/n、。 和 :不 再 像 月 球 
那 榜 约 为 0.1 或 0.05, 而 是 分 别 等 于 0.17， 0.4 和 0.3。 展 开 式 
的 收 伊 性 比 睛 球 的 情况 葬 得 多 .密切 根 数 偏心 率 有 时 甚至 
超过 0.67， 邑 越 册 二 体 问 题 中 角 数 的 收敛 界限 《参看 第 44 
节 》 

但 是 ,采用 与 上 述 很 不 同 的 方法 可 以 得 到 近似 值 ; 这 些 方 
法 更 多 地 建立 在 纯 数值 计算 的 基础 上 ， 动 力学 的 考 虚 则 少 得 
多 .此 外 ,采用 类 似 于 上 节 介 绍 的 逐步 站 近 方法 改进 近似 值 . 

男 一 种 情况 是 同一 个 天 体 的 两 里 卫 星 的 平均 运 动 表现 
为 通 约 ， 兹 卫 1 和 士 卫 ?7 就 是 这 种 情况 ,其 平均 运动 之 比 为 
3:4. 设 hh 和 1 是 这 西 颗 卫 星 的 平 近 点 角 : 则 3 一 45 的 
必 期 几乎 等 于 霍 。 由 于 出 现 了 小 分 母 ， 将 带 有 这 个 引 数 的 项 
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进行 积分 其 作用 将 增 大 . 这 个 问题 与 人 造 卫 星 在 临界 角 附 近 
的 运动 完全 类 似 ， 在 这 两 颗 卫 星之 间 产 生 共 振 ， 质 量 较 小 的 
土 卫 七 的 运动 共有 天 平 动 的 特征 ， 

本 星 最 主要 的 三 里 卫星 也 产生 间 样 的 共振 和 天 平 淄 ， 其 
平均 运动 之 比 为 1:2:4， 蒜 振 使 得 这 些 卫 星 不 可 能 组 成 任何 
配置 图 形 ， 如 里 其 中 两 颗 卫 星 在 " 合 -“ 的 位 置 ， 则 第 三 里 卫星 
就 在 “ 溃 的 位 置 . 

木星 的 第 四 颗 卫 星 没有 共振 ， 但 受到 太阳 和 前 三 颗 卫 星 
的 报 动 . 不 过 ,天 体 问 题 是 很 复杂 的 ,至 今 还 没有 方法 能 给 出 
这 种 情 郊 请 意 的 解 . 
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第 七 章 行星 理论 


行 暴 运 动 的 研究 和 卫 是 运动 的 研究 很 不 相同 . 盟 然 由 于 
行星 的 距离 非常 中 远 ， 我 们 不 能 指望 达到 在 月 球 运动 研究 中 
获得 的 绝对 精度 ， 但 是 困难 在 于 至 今 所 提出 的 所 有 行 暴 运 动 
理论 都 没有 像 月 球 运动 理论 那样 令 人 满意 ， 行星 作用 在 
另 一 个 行星 P 上 的 振动 可 小 为 摄 动 天 体质 量 的 展开 式 ， 如 果 
摄 动 天 体 P; 在 克 普 勒 轨道 上 运动 ; 则 我 们 可 以 进行 P 所 受 的 
摄 动 的 一 阶 需 计算 . 但 是 。 二 阶 项 向 阶 项 的 计算 是 很 复杂 
的 . 在 这 个 领域 已 经 进行 的 理论 工作 要 比 月 球 运动 理 沧 少 ， 
而 且 大 部 分 的 工作 是 及 于 数值 计算 的 性 质 . 拉 普 拉 斯 . 汉 申 ， 
勒 威 了 到 和 纽 康 在 乞 星 理论 的 研究 中 都 作出 了 杰出 的 贡献 . 

本 章 我 们 将 遵循 这 种 一 般 的 趋势 ， 给 出 行星 运动 理论 的 
数值 方法 ， 而 不 是 纯粹 分 机 处 理 的 方法 . 





81, 摄 动画 数 
正如 我 们 在 第 31 节 所 看 到 的 ,三 体 问 题 ( 太 阳 \, 受 报 行 旦 
P 和 报 动 行星 P) 的 报 动 函数 由 下 式 给 出 ， 
YL rx 二 yy 二 gy 
Rkm (一 CD 
其 中 ，m' 是 摄 动 行星 的 质 景 ， 其 日 心 坐 标 光 x+，y 和 2 
Cy 和 xz 是 了 的 坐标 ;而 P 和 yp 
之 间 的 距离 入 由 下 式 给 出 : 
一 一人 一 一 


， 
rr cosSy 
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3 是 这 两 信行 星 的 向 径 之 问 的 夹 角 . 

这 种 情况 与 月 球 理论 之 间 第 一 个 明显 的 不 则 在 于 握 动 前 
数 二 的 性 质 , R 可 表 为 5 的 良 数 ; 

R= kof 1 上 2 )， C2) 
AN 十 rf- Yrr cosS 乡 

从 现在 起 ,我 们 必须 区 分 > > 和 ” >* 的 情 咒 :但 是 
这 两 种 情 品 都 用 同样 的 方法 处 理 . 我 们 将 假设 ” > +， 这 是 
受到 木星 握 动 的 小 行 皇 的 情况 ,或 受 土 星 摄 动 的 本 星 的 情况 . 

现在 我 们 可 以 写 出 


1 

Rte [7 - | (3) 

rr J + (5) 2 reoss 

这 个 表达 式 形 式 上 与 月 球 的 相同 (参看 第 45 节 )， 

但 是 ，+ /+"' 的 值 是 太 大 了 ， 不 能 把 它 作 为 无 限 小 来 处 
理 。 rr 可 以 达到 9.8，、 而 在 木星 和 脱 办 央 群 小 行星 的 情况 
下 甚至 等 于 1。 如 果 我 们 要 进行 第 45 节 所 介绍 的 级 数 展开 ，、 
则 必须 保留 殷 多 项 ,而 简化 式 

| mr 1 对 z 

R, 一 三 (一 二 十 六 cos s )， 

其 至 对 摄 动 的 定性 形式 也 不 能 给 出 有 效 的 表征 ， 

注音 : 当 r/r 不 是 小 量 时 , hom' 与 主要 的 位 荡 数 项 AM/ 
” 的 系数 hmm 一 太阳 的 页 盘 ) 相 比 起 小 蜡 ， 保 证 了 R 也 是 
小 量 ， 


82, 一 阶 和 解 


与 月 球 理论 的 第 二 个 不 同 部 分 地 补偿 了 由 了 于 + /r" 数值 
大 引起 的 十 礁 ， 因 此 ,各 卫星 的 情 次 不同 ,行星 的 变 点 和 近日 
点 的 长 期 运动 是 很 缓慢 的 .月 球 的 交点 旋转 周期 是 18 年 , 近 
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地 点 旋转 周期 是 9 年 ， 而 火 皇 相应 的 周期 分 别 为 四 万 六 千年 
和 二 万 年 。 事 实 上 ,对 于 所 有 的 大 行星 ,这 二 个 值 总 是 超过 一 
态 八 千年 . 
由 于 方程 式 和 报 动 函数 与 月 球 运动 理论 中 记 用 的 一 样 ， 
因此 解 也 具有 同样 的 形式 . 所 以 ,在 行星 的 一 阶 理论 中 (等 价 
于 月 球 运动 的 主要 问题 )， 假 设 振动 行星 在 一 个 画 定 的 藉 贺 
轨道 上 运动 : 解 依 赖 于 同样 的 四 个 对 于 上 是 线 竹 的 下 数 ( 即 这 
两 个 行星 的 平均 运动 上 和 『， 交 点 和 和 近 呈 点 的 平均 运动 8 
和 @)》, 其 形式 如 下 ; 
EAaaracostul + BH + rd 81), C4) 
其 中 ，a,s 8,Y 和 8 是 性 意 的 四 个 整数 , 
但 是 ,由 于 豆 和 如 的 周期 很 长 ,可 以 写 为 
而 一 do 十 wif， 
B+ ht, G5) 
其 中 os 和 名 很 小 .由 于 只 要 求 理 论 在 几 百 年 内 适用 , 所 
以 pas 十 YQ6 是 小 量 . 于 是 ,我 们 可 把 (4) 式 写 成 下 列 的 形 
式 : 
BAagrsl cos (od + 7) cos (FH + 72) 
一 snfgel + 8i') sin (BG 二 YO)], 《6》 
对 cos (C85 十 7Y8) 和 sin (B85 十 73) 进行 展开 ， 例 如 懂 成 
t 的 泰勒 级 煞 : 
cos (po TH) 一 cos[peoo + YH 二 【Bon 十 了 Opt] 
一 cosgf8c 十 YO) — (pon 十 YO sin (Cfo 
二 Yo) 十 -……'， 
则 样 可 得 
in (8 fF ro) 一 sinfBo + YA) 
十 (foo + YODrcos Ch 十 7 了) 十 ………。 
其 中 sin (piog 十 YQ,) 和 cos CBeoy 十 7》 是 常数 ， 授 常 我 


“ld 








们 应 用 它们 的 数值 . 于是, (6) 式 可 写成 

了 Mi Ceoacostol 十 51) + Em' Sao,s sin (Col TF 81), (7) 
其 中 C6s 和 Se 是 关于 :的 多 项 式 ， 因 为 在 RR 的 表达 式 里 
mr” 是 因子 ,所 以 这 里 m” 也 是 因子， 只 有 在 属于 二 体 间 题 的 
项 中 没有 秆 为 因子 的 mw". 


83. 用 调和 分 析 的 方法 进行 摄 动 函数 的 展开 


这 样 ， 我们 的 任务 是 把 解 写 碱 (7) 式 的 形式 .为 此 , 拒 报 
动 方程 也 写成 类 似 的 形式 是 有 益 的 .我 们 不 需要 把 摄 动 函 数 
展 成 所 有 四 个 引 数 六 7 和 和 有 的 情 里 时 级 数 ， 而 只 要 对 ? 
和 /展开 就 够 了 . 

除了 勒 威 耶 方法 之 外 、 在 行星 理论 中 所 用 的 经 上 典 方法 不 
训 求 计算 代数 形式 的 摄 动 函 数 展开 式 的 系数 ， 纯粹 的 分 析 展 
开 式 和 和 已 给 出 的 月 球 展开 式 相同 ,这 里 不 再 蕉 述 .我 们 将 简短 
地 描述 可 以 把 a'f A 进行 数值 展开 的 方法 (参看 第 81 节 )， 
任何 其 他 同类 型 的 函数 地 同 樟 地 进行 展开 . 

首先 ,我 们 号 出 有 待定 系数 的 式 子 














FO 站 二 二 1 十 人 > Acostit HY 


i=0 j=—N’ 


™N by 
十 >， > Basin Ci + ji'y 


了 二 让 了 二 一 站 7 


一 工 全 > S [di + A casil cosi?” 


十 《一 di + A sin et sin jl 
+ CB,, + Bi_y) sin tl cosil 
十 【了 一 By) cosil sinst']. (8} 
其 中 NN 和 WN' 是 预 先 这 样 选择 的 整数 ,使 得 可 以 忽略 NN 和 入" 
4143 。 








记 后 的 项 . 而 且 ,， -4,0 一 Bo 一 0。 
对 于 和 六 的 任何 数值 ， 都 可 用 二 体 问 题 中 应 用 的 公式 
计算 下 列 各 量 : 
工 和 coss 一 YX 十 yy 十 了 , 
因此 ,我 们 能 够 得 到 计算 函数 FQ, 门 所 要 的 许多 值 . 
举例 来 说 ,我 们 注意 到 ,如 果 计 算 
FO + FO2r 一 站 站， 





则 每 
2 十 > > 2[ CA 十 Aii) eosil eosjl’ 
十 【了 35 一 Bi_y) cosilsinji'l, 
其 他 两 项 已 经 消去 ， 
重复 这 个 过 程 几 次 ,得 


FO IY TF FOr m1, I) + Fd, 2 — 1) 
+ FOr 2 — I) 
一 4 十 六 > 《241 A jy) costt cos ji’, 


了 一 由 于 一 


站 人 {9) 
十 FFf2r 一 12r 一 站 
Nm Nr 
一 会 P44 AA) sin fl sin gt, 
i=0 1=0 
FO — Fz it) FO, 2x— 1} 
— Fl2x — 1, 2x— 0) 
™ mr 
1 四 + 
一 > > 4 月 + Bj) sinricos et', 
一 让 
FO + Farm 1, 7) FO, 2x— 1) 
— Fl2x— i,2x— 1) 
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N Nr 
-六 六 We 一 Beosita 疡 


一心 j=0 
因此 ,我 们 着 手 解 决 形式 为 
Pl, 1 = », 2) Ci cosil cos fl" (C10) 
i=0 j=0 
的 函数 或 式 中 以 正弦 代替 余弦 的 类 似 的 区 数 《这 些 函 数 已 用 
类 僻 的 方式 处 理 ) 的 分 析 问 题 ， 
恒 如 ,在 $9Q, ?的 分 析 中 ,我 们 给 以 固定 值 hw， 这 
样 ,我 们 考虑 的 是 一 个 变量 的 函数 ,其 中 i 可 取 任 意 值 . 


慢 定 展开 式 限 于 取 到 4cos 纹 项 , 即 
$0) 一 Ao t+ Aycost FF Ascos2i + Ascos 3 


给 出 1 的 什 为 0 二 。 二 和 和 xs 得 到 四 个 未 知 数 的 四 个 方程 


就 可 以 解 出 这 四 个 系数 . 
同样 地 可 以 算出 下 列 更 普遍 的 蛙 并 式 的 系数 : 


bs 1) 一 Dy Aillo) cosil. (C11) 


然后 ,我 们 给 以 任 总 值 ， 应 用 每 一 个 系数 Ai(16) 的 
N' 个 特殊 值 进行 如 上 的 计算 . 这 些 什 的 选择 应 使 之 可 以 进 
行 类 似 于 由 io) 得 到 十 1 项 的 级 数 的 计算 : 
A = 六 Ci cos 开 - 
f=6 
其 中 。C 蚌 不 再 依赖 于 任何 参数 的 常数 . 将 此 式 代 八 《11) 
式 , 得 














加 
ttt, Y= > > Cricosilcossl', 


上 式 与 (10) 式 恒 同 表明 ,两 种 情况 的 Ci 确实 上 其 有 同样 
的 意义 ， 
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同样 的 计算 可 对 由 《9》 式 定 尺 的 四 个 沙 数 之 中 的 任 一 个 
进行 ,计算 之 后 ,我 们 得 到 下 列 四 个 量 : 
4 二 4 一 4 
Bjii+ B,;, Bi — Bi 
于 是 即 得 4;;, 4ijs Bi; 和 B;_.;。 因此、 我 们 获得 所 要 求 的 
形式 为 《8) 的 EPE 的 展开 式 ， 
备注 : 
采用 布朗 公式 华 的 规则 可 以 给 出 i 和 的 特殊 值 使 误 
差 最 小 . 
我 们 不 仅仅 能 把 《A/a 玉 展 成 (8) 式 的 形式 , 而 且 也 可 
把 二 体 的 桥 圆 根 数 的 任何 已 知 函 数 展 成 此 形式 ， 而 且 ， 如 果 
我 们 已 知 一 个 函数 的 展开 式 ， 则 可 由 级 数 运 算 找到 并 改进 其 
他 一 数 的 展开 式 ， 例如， 设 已 知 《4/a 7 的 展开 式 , 此 展开 
式 快 速 收 襄 并 相对 来 说 愉 需 比较 少 的 项 , -而 且 假 设 我 们 也 已 
用 同样 的 方式 计算 出 a'/& 的 近似 展开 式 ， 现 在 我 们 来 说 明 
如 何 改 进 它 . 
以 5 表示 a'/A 的 近 亿 级 数 , 以 TT 表示 《A/a')》 的 准确 
展开 式 , 并 以 AS 表示 5 的 改正 值 ,去 求 
. 了 一 _ 
， {Ss 十 各 3 
如 果 我 们 略 去 和 A 人， 则 得 
1 
SISAS’ 





1 2A5 





$°TCO= 





] 二 < 全 3 
好 





AS 一 到 (5 -一 STY, 











由 傅 里 叶 级 数 中，8 和 ST 逐次 相 镁 ， 然 后 逐 项 相 减 
即 得 AS. 

然后 ， 我 们 可 令 5 一 3 十 AS, 并 用 5 重复 上 述 过 程 
直至 AS 小 到 可 忽略 为 止 。 








84. 其 他 的 数值 展开 式 


报 动 函数 展 为 形式 (3) 的 其 他 方法 是 忆 (1 一 2mcos9 十 
2 )- 避 的 健 里 叶 展 开 式 为 基础 的 这里。，5 是 一 个 整数 ， 而 
村 < 1- 


(1 — 2acos8 十 HY = 壮 如 十 3 5 级 cosja。 
i=1 


猴 5 吕 称 为 拉 普 拉 斯 系数 , 已 被 研究 过 并 已 列 成 表格 
| 长 有 垃 普 拉 斯 系数 的 展开 式 是 基于 下 烈 事实: +/r' 接近 
于 afe 二 ge， 和 
本 六 2] -5 
| 一 2coss 十 (5)| 
的 展开 式 接近 于 
[1 一 2aegosg8 十 四] 一 人 
的 展开 式 . 
如 时 需要 的 话 , 也 可 以 采取 类 似 于 卫星 采用 的 分 析 方 法 ， 
旦 然 它 们 牙 伍 缓慢 ， 代 人 根 数 的 平均 值 ， 我 们 可 把 这 些 去 达 ， 


85. 用 站 角 坐 标 摄 动力 表示 的 报 动 运动 方程 


最 冲 用 于 建立 行星 型 论 的 方法 是 汉 申 建立 月 球 理论 所 提 
出 的 方法 ,在 近日 点 的 运动 不 大 的 情 襄 下 ,这 个 方法 得 到 了 税 
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化， 

略 皮 要 求 元 长 证 明 的 细节 ， 我 们 集中 于 讨论 此 法 的 主要 
特征 ， 

议 申 方法 是 从 一 种 辅助 顶 贺 上 的 近似 袖 闻 运动 着 手 的 ， 
这 种 输 助 大圆 的 形状 和 大 小 国定 ， 位 于 密切 轨道 平面 肉 ， 其 
近日 点 以 预先 确定 的 方式 运动 ， 种 月 球 的 情况 不 同 ， 这 里 我 
们 不 把 密切 精 圆 当成 中 间 轨 道 ， 而 是 由 这 种 辅助 的 司 定 机 贺 
起 中 间 轨 道 的 作用 .在 行星 理论 中 ,把 近 点 当成 是 固定 的 :而 
在 骨 球 的 理论 中 ， 则 把 它 当 成 是 其 有 与 观测 到 的 平均 运动 一 
致 的 旋转 ， 摆 动 表 为 向 径 的 相对 变化 和 按照 二 体 问 题 公式 在 
辅助 三 网 上 运动 的 天 体 的 平 经 变化 . 

首先 ,分 解 摄 动 方 为 三 个 分 量 *， 向 径 分 量 , 在 轨道 平 
面 内 垂直 于 疝 径 的 分 景 S 和 改 直 于 轨道 平面 的 分 全 万， 应 用 
拉 格 朗 日 方程 ,可 得 摄 动 方程 为 ; 























da 2esinv R 2evL 一 所 
A nt a 凡 ? 
de as 一 所 Sil gy wl—e al — ey) 5s 
有 一 民 二 二 一 | 一 一 一 
t 天 下 ee r 
di _ cosCe 十 vp, 
at na Ai: 一 此 
dao rsinCo TF w) WW 
mt EP Vl 一 上 sins 
人 一 ww 一 ee cosp 





dr 一 nae {12) 
vl 一 sin zg ] ” 
十 报 ( + 一 全) )s 
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上 # sin Cez 十 2 cotgi 全 
3 


捍 扣 zw1 - —e 
dM 二 二 (2 二 _ 《1 es) R 


1 一 esinez 1 
- (+ zr 

其 中 ,#* 是 由 第 一 方程 算出 的 4 得 到 的 . 

备注 : 

采用 这 种 方程 组 能 够 研究 任何 力 的 系统 所 引起 的 摄 动 ， 
特别 适用 于 非 引 力 的 情况 ， 例 如 ， 人 大造 卫 星 所 受到 的 大 气 阻 
尼 和 轻 庙 压力 ， 计 算是 这 样 进 行 的 ， 用 地 表 示 报 动 滔 数 , 而 
摄 动 力 沿 固定 的 坐标 轴 0x，0y 和 0z 的 三 个 分 量 为 : 

8 殉 

Ox 





一 RlLcos(w #2) cosQ 


-一 sinfgo + ov) sin 0cosi] 
— SEsin {tw + wv) cosd + cos(w 
Tv) sinOcosi] Tt Hsin Osini, 
m 一 Rleos{w t+ v)}sinQ 
J 


(C13) 
+ sin(w + vw) cos dcosi] 


— S[sin Ce + ssin 总 一 costwm 
vcos meaosi] — WH cos dsini, 








mi 
dz 
+ Seostw + wv)sin? + WH cosi, 
应 用 +,y,z 的 椭 贺 根 数 的 函数 表达 式 (第 15 节 (25) 式 ), 可 得 
8 有 8 吏 9z 9 入 By 8 腕 8z， 
da Br Ba By Ba Bz da 


下 有 8 纪 Br 过 全 日 Ox 
Be ~ Br Be ty Be Bz de"* 





C14) 
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对 于 ) 虽 ,om 和 也 得 到 类 似 的 表达 式 ， 
把 (13) 式 代入 (14) 忒 ， 再 把 结果 代入 拉 格 朗 昌 方程 即 
得 方程 组 (12) 式 . 


86. 汉 申 方法 中 的 变量 


为 了 得 到 于 方法 ,我 们 可 把 (127 式 简 化 得 到 向 径 和 平 
经 的 报 动 方程 ,它们 是 单一 量 丈 的 函数 . 

我 们 来 考察 一 个 半 长 径 m， 偏 心率 e。 和 平均 运动 mw 的 
辅助 檐 圆 ，pu 一 niai. 

独立 变量 = 是 这 样 定 尺 的 : 令 运动 点 对 。 的 平 近 点 角 
总 是 等 于 mz， 而 且 保 持 比 点 坐标 的 经 典 关系 式 【 参 看 第 14 
和 六 





rocospy 一 of eos Es 一 eo), 


rosinvo— gv ll — ed sin Eos (15) 
ms 一 Er— eosin Eo, 
其 中 ，”， 如 和 分别 为 辅助 桶 贺 的 向 径 、 真 近 虚 衣 和 信 
近 点 角 。 以 P 表示 笨 助 平面 上 测量 经 订 的 起 始 固 定点 ， 得 
出 真 经 度 为 PM， 一 00 十 gt 十 ww。 选择 可 使 此 经 度 等 于 
受 报 天 体 的 真 经 度 . 
在 上 面 的 表达 式 中 ，gi 代表 和 近 点 的 平均 运动 , 它 在 月 球 
的 理论 中 保留 着 ,但 在 行星 的 理论 中 则 被 略 去 ,在 下 面 我 们 仅 
讨论 后 者 ， 
我 们 已 经 注意 到 ,由 于 辆 助 龙 圆 必 策 在 密切 平面 内 ;因此 
表示 受 摄 天 体 的 半点 也 必须 在 同一 平面 内 ,其 真 经 度 为 
一 二 
其 中 ,是 从 P。 起 计 的 密 散 近 点 的 经 度 ， 我 们 有 
l=t 二 X= 十 9. (C16) 
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我 们 可 以 这 桩 地 选择 任何 时 刻 在 辅助 视 圆 上 的 *， 使 得 
辅助 楼 圆 的 向 径 与 受 摄 行星 的 向 答 一 致 ， 这 样 选择 的 结果 ， 
z 就 不 是 时 间 : 的 线性 函数 ， 事 实 上 ，= 随时 间 * 的 变化 表 
征 着 作为 上 的 函数 的 商 径 方向 【也 就 是 真 经 度 的 方向 ) 的 摄 
动 。 知道 了 函数 s(tz)，。 我 们 就 可 以 应 用 《15) 式 求 得 函数 
zf。 然后 ,利用 《162 式 得 出 爱 摄 天 体 的 真 经度 ; 

= gt) + 而 
确定 了 向 径 以 后 ;从 下 式 
to) = ql 一 ercos E,), 
我 们 得 到 辅助 祷 图 上 相应 点 的 位 置 ， 而 全 受 提 天体 的 原点 的 
距离 将 以 7 表示. 
以 bz 表示 量 
y=— 一 1 。 


ro 
如 果 我 们 已 知 * 的 函数 af， 则 
re) ~ roAF) CE 十 2 了 7。 

因此 , 受 摄 玉 体 在 密 急 桶 回 平 面 中 的 位 置 由 函数 ztr) 和 
zf 所 确定 . : 

最 后 ,密切 平面 位 置 的 变化 是 由 假想 的 运动 体 ( 在 倾角 固 . 
定 的 平面 内 闪 具 有 同样 的 经 度 和 向 径 》 和 密切 平面 内 真实 的 
运动 体 之 间 的 纬度 差 8 所 确定 ， 

z(2)，2C7) 和 86( 一 起 , 完全 确定 了 了 天体 在 任何 时 说 
的 位 置 . 下 面 我 们 只 给 出 确定 天 体 在 闫 定 平面 内 的 变化 的 = 
和 ?> 的 方程 . 


87. 汉 申 方法 的 计算 


以 《I2》 式 出 发 ， 我 们 可 以 求 出 xz, v 和 # 的 微分 方程 ， 
”得 是 ,计算 是 比较 宛 长 的 . 由 此 得 到 的 方程 是 一 阶 的 ,其 右 端 
ts, 


: 示 4 和 加 . 
可 用 RS 和 厂 表 示 ， 各 和 i 的 形式 如 下 ; 


> 下， 





de + le ( 


A sj 一 十 了 
dy .1 
dr 2 ds" 


在 -8 的 表达 趟 中 ,借助 于 re 和 wm。 把 = 当成 常数 ， 


可 以 推出 6 到 /8: 为 R，S 和 Ww 的 函数 的 表达 式 ， 然 后 ,可 

以 像 本 章 开始 时 对 摄 动 函 数 的 展开 一 样 。 招 6 而 /9: 晨 成 下 

列 形式 ， 
8 到 


— BD) Ccostil + H+ 4) 
Or T 


+ 仿 Sixsintil + jl’ + LY). 
[和 


其 中 , 1 是 辅助 棍 贺 的 平 近 点 角 ( 所 以 是 > 的 函数 )。! 和 六 是 
行星 和 报 动 体 的 平 近 点 和 解 , 它 们 是 :的 国 数 . 
上 列 展 开 式 的 某 些 项 具有 形式 : 
Cook cos 丰 1 和 Soor sin RA. 
这 些 项 对 于 :+ 来 说 是 常数 ,因此 , 积分 之 后 将 引入 zcosR4 和 
tsing2 形式 的 项 . 
由 于 4 一 1， 我 们 可 用 二 代替 %, 所 以 


评 一 DCicostil + 所) 十 > Sirsin CT + I) 
时 i 





十 > ziCrecpsiz 十 2 了 9 sin #4}, 


由 也 积分 得 到 的 v 和 的 形式 也 一 样 ,所 以 > 和 x 也 包 
含 Sin 站 和 产 cosfi 需 ， 
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这 些 长 期 项 和 混合 项 确实 具有 第 82 书 方 程 47) 所 呈现 的 
特征 。 积 分 常数 必须 由 理论 结果 和 观测 移 比 较 确 定 . 

最 后 ,对 一 个 新 函数 U( 与 术 不 同 ) 进行 类 似 的 处 理 能 
够 求 得 纬度 项 . 


88, 高 阶 行星 理论 


我 们 已 经 简要 地 讨论 了 一 个 行星 受到 另 一 个 在 克 普 勒 
轨道 上 送 动 的 行星 P; 摄 动 的 情况 下 ， 建立 行星 运动 理论 可 能 
的 方法 之 一 ,但 基 , 还 有 其 他 的 方法 ,如 勒 威 尔 方法 或 纽 康 方 
法 ， 它 们 都 具有 各 自 的 优点 和 缺点 ， 尽 管 它们 采用 了 不 同 的 
变量 和 参数 ,但 都 得 到 (7) 式 类 型 的 表达 式 . 

行星 了 完整 的 一 阶 运 动 理论 应 当 是 分 别 地 考虑 每 一 个 报 
动 行星 P 的 影响 , 然后 总 加 起 来 得 出 的 ， 根 据 (7) 式 , 解 的 一 
般 形式 为 


>, pCanatt) cos CH + REY 
Fa 





+ DY) msl sin CH + RL), {17) 
站 站 


其 中 ，m; 和 1; 是 行星 P; 的 质量 和 有 平 近 点 节 . 

但 是 ， 和 根据 把 报 动 行星 当成 在 一 个 类 铅 轨道 或 是 在 受 摄 
补 圆 上 运动 ,其 摄 动作 用 是 略微 不 同 的 . 现在 ,我 们 考虑 振动 
天 体 5177) 式 形式 的 一 阶 理论 ,并 守 算 出 受 摄 天 体 己 所 爱 到 的 
握 动 (我 们 已 知 这 种 间 题 的 一 阶 理论 ;， 我 们 可 以 进行 与 一 阶 
理论 同样 的 运算 ,不 过 , 在 摄 动 函数 中 , 我 们 不 用 祷 圆 运动 研 
究 得 出 的 表达 式 , 而 代 作 (17) 型 的 表达 式 . 这 样 得 到 的 气动 
活 数 将 包含 质量 积 (mm， 或 mw) 作为 因子 的 项 ,其 形式 为 

Cartel?) cos{i + Ri gls) | 
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十 DD) mamiSamalt) cos (jl + kU + gl). C18) 


ri 

用 一 种 与 一 阶 方法 粗 关连 的 方 类 (例如 汉 申 方法) 进行 积 
分 ,得 到 的 不 仅仅 是 一 阶 项 ,而 且 也 有 (18) 型 的 项 ,其 因子 包 
含 丙 个 质量 ， 而 其 中 的 三 角 立 数 可 以 依 粮 于 三 个 不 同 的 近 点 
角 ， 

因此 ,为 了 得 出 所 有 的 二 阶 项 ,我 们 一 方面 必须 研究 所 有 
由 受 摄 行星 形成 的 可 能 时 对 , 另 一 方面 ,还 要 研究 摄 动 行星 
所 形成 的 每 一 个 星 对 . 当然， 这 就 必须 建立 所 有 行星 BP 的 
一 阶 理论 . 

实际 上 ,在 计算 二 阶 理论 的 某 些 部 分 之 前 ;我们 必须 先 从 
计 援 动 的 大 小 ,就 好 象 我 们 必须 估计 截 炳 摄 动 范 数 (或 类 似 的 
量 ) 的 级 数 展 开 式 所 着 来 的 误差 一 样 . 在 现代 的 观测 精度 下 ， 
必须 将 计算 进行 到 相当 后 的 阶段 ， 

因此 ， 建 筑 在 汉 申 方 污 基础 上 的 克 里 门 斯 的 火 旺 理论 包 
含 某 些 三 阶 项 ， 特 别 是 那些 和 木星 硕 量 立方 与 木星 质量 平方 
乘 土星 质量 有 关 的 项 。 最 后 的 理论 总 计 保 留 了 近 1000 个 引 
数 . 

在 木星 和 土星 的 希 耳 理论 (1890) 中 ;也 出 现 了 一 些 三 阶 
项 .其 他 大 多 数 行星 理论 没有 超出 一 阶 项 的 范围 ， 























89, 负数 慎 方 法 


从 大造 卫星 在 单纯 的 引 为 场 中 运动 开始 ， 经 过 月 球 的 送 
动 ,直到 行星 (如 火星 ) 的 完整 运动 理论 ,我 们 研究 了 越 来 越 复 
杂 的 理论 。 在 天 体力 学 中 ,问题 越 是 复杂 ,我 们 越 症 不 得 不 放 
弃 分 析 的 和 文字 的 展开 式 ， 而 资 成 采用 一 些 弦 数 值 的 参数 展 
开 式 , 直 至 完全 采用 纯 数 值 的 表达 式 , 如 汉 申 理论 ， 

进一步 的 改革 是 不 给 山 傅 里 时 形式 的 解 。 我 们 可 以 设计 


a 15f4 。 








出 数值 积分 的 方 靶 , 只 给 出 所 讨论 的 天 体 的 星 历 表 , 即 给 出 时 
得 间隔 国定 的 许多 离散 时 刻 天 体 的 位 置 ， 和 而 中 间 任 何 时 刻 的 
位 置 则 由 简单 的 内 播 得到， 正如 我 们 将 要 看 到 的 ， 这 些 方法 
不 再 是 代数 的 或 分 析 的 方法 ， 与 力学 概念 和 微分 方程 理论 无 
关 ， 只 要 求 数值 的 分 析 . 这 些 方 攻 非 常 适用 于 电子 计算 机 计 
算 而 很 常 被 使 用 ,特别 是 用 于 行星 的 计算 中 ， 现在, 我们 末 介 
绍 最 党 用 的 料 威 耳 方法 ,然后 讨论 这 类 方法 的 重要 性 . 














30. 数值 积分 的 形式 


考察 困 数 Ky， 其 值 在 一 定 的 时 间 间 隔 * 上 为 已 知 . 这 


些 时 间 间 隔 称 为 步 长 ， 设 这 些 时 鹿 汐 10, 十 上 , 和 十 2 和 A，:-…， 
名 一 下。 可 一 了 下 等 ,相应 的 函数 值 为 hs fs fs 3 


等 ， 


根据 下 多 的 计算 公式 建立 中 心 蓉 分 表 ; 

一 阶 差分 1 ergtn fon — fas 

二 阶 差 分 Faiomty 一 及 4 一 及， 

? 阶 荆 分 由 一 1 阶 差 分 算出 ,其 公式 为 。 

P 阶 差分 fataty 一 及 FL 一 天 下 {19) 





利 几 下 面 定 义 式 由 'f 和 “完成 差分 表 左 边 部 分 的 计 
fs 一 4 人 -去 
20 
jE 一 “六 + “f 3。 ) 
这 华 曙 可 由 前 一 行 算 出 ,但 有 一 个 附加 的 常数 ， 
现在 ,定义 下 痢 附 加 量 : 
= Ct 十 和- 主 )， 21) 


= 153. 





2 一 于 Cf 


当 f(s) 满足 方程 式 2 一 j(z) 时 ,可 求 得 

















加 tro 十 为 左 》 1 1 
= 士 一 一 元 
i A 2 346 六 
31 na 289 本 ， 
一 -一 一 一 户 十 站 22 
MI 36288007 (2) 
于 3 
引 数 
了 ra 
加 一 3 再 fy Fs 
“fra Ha 
ze 一 允 “ax 天 > fi 
了 ra 天 jz Fs 
tao- 马 “i 天 产 ， 一 上 
"fa Ra Fs Ey 
加 “办 Fo 3 总 蕉 
firs 天 内。 Hrs 
a 二 六 “看 五 i 
"faa Hrs Rr 
fo 叶 2 下 A A 4 
“fy Ra - 
0 二 3 “ 方 An 
“Fs 
(二 2 
二 十 林 
之 1 1 
- 土 二 所 十 记 思 
六 2 上 2 f 12 f 
1l 191 
一 一 -所 十 十 (23) 
720 7" + G04807 


其 中 ，x 是 在 所 标明 的 有 时刻 * 对 * 的 导数 信 ， 


91. 数值 积分 的 起 步 问题 


设 运动 的 初始 状态 即 天 体 的 坐标 Tos Hos To 和 速 本 0 
yo 中 为 已 知 ,微分 方程 的 形式 为 
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A = Hr ys 7 x ys 4 , £), 
By 
EE# 
dg 
dr 

上 式 中 x'，y” 和 x 一般 不 出 现 , 但 考虑 介质 的 摩 捧 力 
则 可 能 引入 ， 设 摄 动 体 的 坐标 二 时 间 的 已 知 函 数 ， 则 把: 也 
引入 上 面 微 分 方程 的 右 端 ， 设 公式 (22) 和 (23) 分别 歌 到 
六 和 饭 顶 , 则 计算 的 程序 如 下 ; 

.， 《1) 首先 假定 所 有 的 差分 天 … ,f° 均 为 零 ,由 mm ya， 
zy 和 to 算出 nn， 再 利用 (22) 式 和 (23) 式 推出 "hs 了 -aa 和 
an， 对 类 似 的 量 #8 和 进行 同样 的 计算 . 

《2》 假定 所 有 的 f 项 均 相 同 ,得 出 表 3 中 了 项 的 那 一 列 ， 
由 此 我 们 写 人 sj， fs) 于， 五 和 天， 同样 的 做 法 列 出 
& 表 和 五 表 的 项 . 

《3》 现在 ,从 《20) 式 可 算出 表 3 中 所 有 的 站 和 "了 项 ， 
因此 ,利用 《22) 式 和 (23) 式 ,我 们 能 够 算出 每 一 时 记 的 坐标 
和 速度 ， 把 这 些 计算 的 结果 代 人 《24》 式 的 了 中. 因此 ， 利 
用 (21) 式 我 们 可 以 算出 表 中 三 角形 全 部 元 素 . 

{4》 这 种 数值 积分 方法 的 基本 假设 是 所 有 的 5 项 均等 
于 月， 在 上 一 步 刚 融 计算 过 蕊 应 用 (21) 式 计算 所 有 i 所 5 
和 一 7/2 三 7 安 7/2 的 形 项 : 列 出 一 个 矩形 表 ， 

《5) 应 用 (22) 和 (23) 的 完全 形式 和 完全 的 看 形 表 ， 可 
以 算出 #3， zx-ay zx-ry ti x79 WW 和 相应 的 x” 项 . 

《6) 重复 上 述 3 一 5 的 计算 ,建立 关于 8 和 的 表 . 

《77 了 这样。 得 到 了 1 一 34 和 :十 3 纺 之 间 所 有 时 刻 的 
坐标 *，7y， 和 导数 x ，y ，z 的 新 值 ， 泸 们 就 可 以 重新 
计算 对 应 于 这 些 时 刻 的 jg 和 项 的 值 , 并 把 这 些 新 值 代 
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一 (xz ys 名 3 xf y's g's {24) 


一 大 (xz 3 Eo y's 中) 








大 表 中 户 8 和 下 到 ， 

(8) 重复 第 4 步 的 计算 ， 完 成 三 角形 表 ， 并 匆 续 这 个 过 
程 ,直到 新 的 登 代 不 再 引起 表 列 值 的 变动 为 止 ， 

这 样 , 我 们 担 到 了 一 36 和 和 十 3 之 间 七 个 时 刻 的 
七 个 未 知 数 的 信 ， 对 应 于 郑 数 f,，g 和 的 第 七 阶 差 分 为 
零 


32. 数值 积分 的 累进 


一 旦 给 形 表 已 经 建立 并 已 稳定 , 我们 就 可 以 开始 进行 数 
值 积 分 的 累进 计算 ， 得 出 在 递增 时 刻 系列 w 十 只 的 未 知 数 
的 值 . 
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表 +4 列 出 了 从 5 到 jw 十 入 的 差分 表 ， 

我 们 用 下 面 的 方法 把 这 个 差分 表 往 前 推进 一 步 ， 并 定 出 
*s y> 2 和 x ，y'，s 的 值 . 

C1) 设 开 一 再 先 用 (21) 式 ,再 用 (20) 式 ,计算 下 列 的 
f 值 : 

fa Fs Bs FB fs 有 六 和 ". 

关于 和 至 洪 也 进行 同样 的 计算 ， 
(2) 应 用 (22) 式 和 C23) 式 ， 从 士 面 的 结果 推算 出 xz， 
1 58 





这 就 能 名 重新 计算 4， g4 和 各 

(3》 应 用 K21) 式 ,由 的 新 值 可 改进 差分 声 ;,， 并 依次 
改进 站 及， 形态 和 凡 。 对 8 和 六 的 情况 也 同样 进行 。 

《4》 令 及 髓 和 肯 等 于 月 ， 如 同上 匠 第 4 点， 改进 所 
有 从 这 些 严 项 算出 的 差分 ， 对 和 也 同样 进行 ， 

《5》 计 (22) 式 和 (23) 式 计算 十 和 姻 二 24， 和 十 3 入 
和 二 和 时刻 的 x，y， zs 和 x"',，y'，s' 值 。， 这 就 能 够 重 
新 算出 相应 时 刻 的 函数 f，g 和 下 

《6) 现在 ,我 们 可 以 重新 计算 全 部 4 和 “函数 以 及 这 
三 个 表 中 的 差分 . 

(7) 重复 第 上 点 的 计算 ， 直至 得 到 Ph, Es A Kis Vly S11» 
x J 和 #1 的 稳定 值 为 止 ， 

这 标 , 把 这 在 值 当成 珊 后 的 值 , 下 标 增加 1, 重复 进行 第 
一 点 的 计算 ， 如 此 以 往 ， 直 至 计算 扩展 到 要 求 的 时 刻 为 止 。 


93, 数值 积分 的 性 质 


上 述 数 值 积分 的 科 威 耳 方法 可 以 有 许多 不 同 的 形式 ， 其 
中 的 一 种 由 计算 ff 和 "的 线性 函数 代 蔡 相继 的 藉 分 递 推 , 特 
基 适用 于 计算 机 的 计算 . 

三 个 不 同 的 公式 可 以 :(1)》 外 推出 下 一 步 * 的 新 信 ，(2) 
改进 已 知 的 近似 什 ; {32 已 知 几 个 后 面 的 上 国 数 外 推 什 ， 检 
验 此 结果; 

科 威 茸 方 尘 的 不 同形 式 所 保留 的 (22) 式 和 (23》 式 中 的 
项 数 也 不 同 ， 当 然 ， 保 留 的 项 数 多 寒 取决 于 要 求 的 精 育 和 步 
长 的 长 短 ， 此 外 ， 对 每 一 种 积分 的 精度 检验 可 以 决定 是 否 
将 步兵 加 倍 或 减 半 ， 

在 轧 克 提出 的 并 常用 于 天 体力 学 的 另 一 种 数值 积分 方法 
中 ,不 应 用 运动 的 微分 方程 ;而 是 采用 在 给 定时 刻 的 密切 椭 略 
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运动 的 报 动 方程 每 当 报 动 很 可 能 已 经 疏 变 了 旨 的 轨道 并 使 
摄 动 力 产 生 显 著 变 化 时 ,我 们 时 时 进行 修正 ,以 便 能 够 进行 政 
进 得 到 新 的 密 七 精 贺 轨道 .在 恩 克 方法 中 网 近似 取 到 二 阶 报 
动 . 

当 握 动 很 小 时 , 恩 克 方法 是 比较 有 利 的 ;市 当 究 求 频繁 改 
进 轨 道 时 , 则 变 得 很 困难 . 

包含 在 各 种 数值 积分 方 鞭 中 的 误差 来 源 有 三 : 其 一 是 由 
于 星 去 (22) 式 和 《23) 式 中 某 些 项 引起 的 【截断 误差 ?3 其 二 
是 运算 过 程 产生 的 近似 (会 入 误差 )， 公 式 (22) 和 (23) 是 已 
知 的 ,我 们 可 以 找到 一 种 步 长 ,使 第 一 种 类型 的 误差 和 要 求 的 
精 庭 相 比 小 到 可 以 忽 格 .但 是 ， 第 二 种 类 型 的 误差 则 随 着 步 
上 长 数 的 372 方 而 线性 增 大 . 

由 于 数 信 积 分 的 昌 的 是 求 得 天 体 在 时 间 间 嗓 A: 内 的 星 
历 表 ,缩短 步 长 可 以 减 小 截断 误差 ,但 是 这 将 引起 舍 人 保 差 的 
增 大 . 

另 ~- 方 面 ， 如 果 我 们 加 长 步 长 , 则 必须 处 理 (22) 和 (23) 
展开 式 中 更 多 鸥 项 以 便 减 小 裁 断 误差 . 但 是 ， 由 于 这 秋 方 车 
的 不 稳定 性 和 需要 大 大 增加 计算 量 ， 不 能 把 庶 开 式 无 限 地 扩 
展 ， 

每 立 取 50 步 或 100 步 ， 公 式 用 到 第 8 阶 差分 和 10 位 有 
效 数字 ,数值 积分 达到 最 佳 的 状态 ， 











94. 数值 积分 的 应 用 


将 开始 的 时 刻 ， 尝 妹 和 速度 分 量 等 价 于 分 析 方 法 中 的 积 
分 常数 , 同 这 些 积 分 常数 一 样 也 是 不 能 直接 由 观测 决定 的 ， 因 
此 :我 们 采用 下 面 的 方法 进行 处 理 : 

(1) 以 初始 状态 的 近似 值 延 行 第 一 次 数值 积分 ， 将 积分 
结果 和 观测 人 进行 比较 ， 对 每 一 个 观 沛 时 大 求 出 观 钢 信 与 计 
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算 值 之 差 , 即 列 出 Co 一 ce) 美 值 表 . 

《2) 用 六 种 初始 值 进行 六 次 新 的 数值 积分 ， 计 算出 其 中 
每 一 个 初始 值 的 单位 变 差 引 超 的 计算 结果 的 变 效 . 

《3》 定 出 初始 值 中 必须 引进 的 变 差 值 ,使 上 述 第 一 步 得 
到 的 (o 一 c》 差 值 为 最 小。 如 果 结 果 尚 不 理想 , 则 可 应 用 一 
种 情 慎 东 如 最 小 二 冬 东 重 复 进 行 第 一 步 的 计算 ， 

这 是 在 某 一 个 时 间 间 隔 内 代表 观测 和 从 数值 积分 的 最 后 
结 困 预报 位 置 的 最 佳 方法 . 这 种 技术 现在 用 于 在 几 天 的 时 间 
内 预报 短期 人 造 卫星 气 道 位 置 ， 考 大 并 快速 地 计算 许多 摄 动 
因素 ,如 地 球 的 筷 形 ,大 气 阻尼 和 辐射 压 是 可 能 的 ， 

这 种 方法 广泛 地 用 于 研究 行星 的 运动 ， 例 如 现在 通用 的 
木星 ,\ 土 插 、 天 王 星 ,海王 旦 和香 王 星星 历 表 的 编 算 ， 








95. 数值 积分 和 分 析 理论 的 比较 


由 于 在 第 93 节 末 尾 提 到 的 缺点 ,限制 了 数值 积分 可 以 处 
理 的 运转 圈 数 ， 因 此 把 狐 值 积分 技术 用 于 计算 观测 图 数 很 多 
的 卫星 是 困 难 的 ,而 用 于 行星 和 短 寿命 的 入 造 卫星 则 较 合 适 。 

数值 积分 代表 了 现今 计算 天 体 在 给 定 的 时 间 间 隐 内 精确 
轨道 的 最 快 虹 有 效 的 方法 ， 但 是 ,尽管 有 这些 优点 ,数值 积分 
方法 仍然 不 能 满足 天 文学 家 们 的 要 求 , 其 原因 有 二 : 

首先 ,数值 积分 局 限于 有 上限 的 时 间 间 帮 , 对 于 这 个 有 时间 区 
闻 之 外 的 运动 没有 给 出 表示 (甚至 连 定性 的 表示 也 没有 ?， 反 
之 :在 司 样 的 时 间 阅 喇 内 具有 给 定 精 度 的 普遍 理论 ,对 于 扩大 
干 倍 的 时 间 癌 钢 ,仍然 保持 很 好 的 近似 ;而且 给 出 了 这 个 时 间 
癌 隅 之 外 运动 的 重要 定性 表示 ， 特 别 是 对 于 纯 三 角 的 普遍 理 
论 而 没有 任何 长 期 项 时 更 是 这 样 . 

其 次 ， 天 文学 家 们 对 区 分 原因 和 效果 以 及 办 别 天 体 所 爱 
摄 动 的 准确 起 源 特 别 感 兴趣 ， 这 一 点 采用 分 析 开 达 式 可 以 办 
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到 ;而 在 数值 积分 中 ,各 锌 气动 总 加 在 一 起 ， 不 可 能 得 到 其 中 
任 一 种 滥 动 的 形式 的 迹 香 . 

因此 ,通过 数值 积分 结果 的 调和 分 析 形 成 中 间 轨 道 , 可 以 
把 数值 积分 作为 建立 分 析 理 论 的 中 间 步 又. 数值 积分 方法 也 
可 用 于 验证 独立 地 建立 的 分 析 理 论 。 由 此 可 见 ， 数 值 积分 方 
潜 是 可 同 侍 里 叶 级 数 与 调和 分 析 方 甘 相 比较 的 强 有 力 的 数学 
工具 。 尽管 如 此 ， 建 立 越 玉 越 精密 的 分 析 理 论 仍 然 是 天 体力 
学 的 中 心 任务 。 
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